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第 一 章 ”历史 概述 


数学 基础 是 研究 什么 的 ? 特别 , 它 是 否 仅 为 应 付 "数学 危机 ”而 存在 ? 我 
们 想 先 通过 对 它 的 历史 的 简要 考察 来 回答 上 述 问 题 . 

本 章 要 点 : 

1. 在 数学 基础 方面 ,人 类 有 过 什么 样 的 研究 与 成 就 ? 

2. 关于 数学 基础 ,历史 上 出 现 过 哪些 矛盾 ? 

3. 数学 基础 的 理论 成 就 意义 何在 ? 


$ 1.1 欧 几 里 得 几何 


人 类 古代 数学 经 历 了 漫长 的 积累 过 程 . 在 巴比伦 与 古 埃及 数学 的 基础 之 
上 ,公元 前 6 世纪 起 ,出 现 了 灿烂 的 古 希 腊 数 学 ,其 前 期 的 精华 积淀 浓缩 在 公 
元 前 3 世纪 的 光辉 著作 一 一 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 之 中 . 该 著作 一 问世 , 古 
希腊 其 他 前 期 数学 著作 几乎 被 逐渐 废弃 . 
《几何 原本 》 这 部 巨著 “ 雄 视 数学 界 两 千 余年 ,其 主要 内 容 几乎 原封 不 动 地 
保留 在 现代 的 中 等 数学 教育 中 "上 ,至 今 已 出 现 过 一 千 多 种 版 本 . 它 对 数学 、 
- 般 科 学 及 科学 思想 所 产生 的 巨大 影响 是 其 他 数学 著作 难以 比拟 的 . 


1.1.1 《几何 原本 》 的 学 术 背 景 


欧 几 里 得 (Euclid, 约 公元 前 330 一 前 275) 是 亚历山大 大 学 数学 教师 . 对 他 
本 人 ,公元 3 世纪 末 的 古 希 腊 数 学 家 帕 普 斯 (Pappus) 留 下 的 赞许 是 : “谦虚 谨 
愤 和 关怀 他 人 "”[2]. 此 外 ,生平 不 详 . 

从 公元 前 6 世纪 至 欧 几 里 得 时 代 , 古 希腊 的 经 济 政治、 文化 .历史 及 地 理 
环境 等 社会 条 件 造就 了 一 大 批 著名 学 者 与 思想 巨人 ,为 了 理解 《几何 原本 》 的 
渊源 及 意义 , 现 按 历史 顺序 列 出 其 中 有 关 的 最 重要 的 几 位 ,他 们 是 众多 学 派 中 
最 著名 学 派 的 首领 . 

(1) 泰勒 斯 (Thales, 约 公元 前 624 一 前 547) 

他 曾 在 埃及 ,巴比伦 从 事 商业 与 学 术 活动 ,后 回 到 米利 都 创立 了 他 的 学 
派 . 他 被 称 为 古 希腊 第 一 位 哲学 家 ,在 数学 天 文学 .气象 学 等 方面 此 有 贡献 . 
他 还 被 称 为 “希腊 几何 学 的 先驱 "0. 
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(2) 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 约 公元 前 580 一 前 500) 

曾 游学 埃及 巴比伦 等 地 ,后 回 家 乡 办 学 ,建立 学 派 . 该 学 派 证 明了 勾 股 
定理 ,发 现 了 不 可 通 约 线段 存在 (因而 发 现 了 无 理 数 ) ,并 被 称 为 数论 的 先驱 . 
他 们 还 运用 数学 来 研究 天 文 与 乐 律 . 与 古代 传统 一 致 ,在 他 们 那里 ,算术 与 代 
数 的 研究 以 几何 形式 进行 . 该 学 派 的 哲学 思想 以 “ 数 ”为 中 心 ,认为 整数 是 万 
物 的 起 因 ( 常 被 简称 “万 物 皆 数 ”). 

(3) 柏拉图 (Plato, 公 元 前 427 一 前 347) 

曾 拜 哲学 家 苏 格 拉 底 (Socrates, 公 元 前 469 一 前 399) 为 师 . 他 所 创立 的 学 
园 是 公元 前 4 世纪 古 希 腊 的 思想 中 心 ,是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 与 欧 几 里 得 学 派 联 
系 的 纽带 . 他 建立 了 以 理念 论 为 核心 的 哲学 体系 ,形成 一 种 数学 化 哲学 ,对 后 
世 影响 很 大 . 他 十 分 重视 教育 ,在 学 园 内 培养 了 大 批 著名 学 者 ,包括 一 些 百科 
全 书 式 的 人 物 ,其 中 最 有 名 的 一 位 是 亚 里 士 多 德 ( 见 下 面 (5)). 该 学 派 数学 上 
的 成 就 大 多 融入 《几何 原本 》. 

(4) 欧 多 克 斯 (Eudotus, 约 公元 前 400 一 前 347) 

曾 向 毕 达 哥 拉 斯 学 派 学 习 , 也 曾 就 读 于 柏拉图 学 园 ,后 在 学 园 任教 . 他 与 
学 园 其 他 数学 家 修 迪 乌 斯 (Theudius) 等 的 著作 是 《几何 原本 》 的 直接 先驱 . 他 
的 天 文学 成 果 被 后 世 托 勒 玫 (Ptolemy, 约 90 一 168) 继 承 . 他 建立 了 关于 比例 
的 理论 ,提出 了 计算 面积 等 几何 量 的 穷竭 法 . 

(5) 亚 里 士 多 德 (Aristotle, 公 元 前 384 一 前 322) 

柏拉图 的 学 生 , 在 柏拉图 学 园 学 习 和 从 事 学 术 活 动 20 余年 . 柏拉图 曾 称 
筑 他 是 “学 园 精英 "他 被 称 为 “古代 最 大 的 思想 家 ”和 , 古 希腊 哲学 家 中 “最 博 
学 的 人 物 ”51, 他 总 结 以 往 科 学 与 哲学 成 就 ,历史 上 第 一 次 全 面 系统 地 研究 了 
逻辑 ,是 形式 逻辑 ( 即 传统 有 逻辑 ) 的 英 基 人 . 他 的 业绩 在 量 上 和 质 上 都 压倒 先 
人 ,其 过 辑 著作 雄 视 逻辑 界 约 2000 年 . 他 对 欧 几 里 得 有 重要 影响 ,这 种 影响 
主要 是 逻辑 上 的 (只 有 少量 属于 他 的 定理 进入 《几何 原本 》). 从 他 所 建立 的 演 
绎 法 体系 可 清晰 看 见 《几何 原本 》 的 逻辑 背景 . 

以 上 可 以 看 出 , 古 希腊 学 者 对 数学 的 思考 是 与 对 自然 科学 ,逻辑 学 和 哲学 
等 的 思考 紧密 结合 在 一 起 的 ,这 一 点 可 以 帮助 我 们 理解 古 希 腊 人 何以 能 在 那 
样 长 的 历史 时 期 内 始终 站 在 世界 科学 发 展 的 最 前 列 . 

就 在 亚 里 土 多 德 离开 历史 舞台 的 前 后 , 欧 几 里 得 登 上 了 该 舞台 的 同一 点 . 
可 以 说 ,几何 原本 》 不 是 欧 几 里 得 孤立 一 人 的 成 就 ,而 是 时 代 的 产物 . 从 逻辑 
上 看 ,几何 原本 》 事 实 上 是 亚 里 士 多 德 逻 辑 演绎 体系 的 几何 表现 ;从 数学 上 
看 ,《 几 何 原本 ) 是 欧 几 里 得 对 古 希 腊 前 期 为 数 众多 的 数学 著作 极其 成 就 的 系 
统 编 繁 (当然 也 包含 他 本 人 的 重大 贡献 ) 


$ 1.1 欧 几 里 得 几何 .3 . 


一 句 话 《 几 何 原本 》 是 含有 欧 几 里 得 本 人 智慧 在 内 的 时 代 智慧 的 结晶 . 
1.1.2 几何 学 


毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 ,正方 形 对 角 线 与 一 边 之 比 (V2) 不 是 整数 对 整数 之 
比 , 即 :对 角 线 与 一 边 是 不 可 通 约 (或 不 可 公 度 ) 的 .( 反 设 /2=p/g, 其 中 户 与 
q 是 两 个 无 公 因子 整数 ,而 由 p?=2g? 即 可 推出 2 是 p 与 g 的 公 因 子 . ) 这 一 
事实 的 发 现 本 是 该 学 派 的 最 大 成 就 之 一 ,但 反倒 让 他 们 感到 震惊 ,因为 违背 了 
该 学 派 万 物 皆 依赖 于 整数 的 信条 . 据说 发 现 这 一 事实 的 希 帕 苏 斯 (Hippasus) 
被 他 们 扔 进 海里 ( 另 一 说 法 是 希 帕 苏 斯 因 泄密 而 受 严惩 )， 他 们 是 不 愿意 放弃 
“万 物 皆 数 "信条 的 . 对 此 , 莫 绍 扔 先生 曾 有 一 段 很 恰当 的 描述 : 

“任何 量 , 在 任何 精确 度 的 范围 内 都 可 以 表示 成 有 理 数 ,这 不 但 在 希腊 时 
代 是 人 们 普遍 接受 的 信条 ,就 是 在 测量 技术 已 经 高 度 发 过, 可 以 测量 高 度 精密 
的 今天 ,这 个 断言 ,似乎 也 是 毫 无 例外 的 正确 ! 可 是 居然 发 现 了 不 可 公 度 的 两 
个 线段 ;…… 这 该 是 多 么 违反 常识 的 事 , 表 面 着 来 ,也 是 多 么 荡 课 的 事 ， 要 把 
这 种 ' 荒 谓 " 的 事 承认 下 来 是 多 么 困难 呵 ! 它 简直 把 以 前 所 知道 的 事情 根本 推 
翻 了 ，"[6] 

正 整 数 是 人 类 最 先 得 到 的 抽象 数学 概念 ,其 现实 原型 无 处 不 在 . 除 此 之 
外 ,数学 中 再 难 有 更 简单 且 更 重要 的 基本 概念 了 . 古代 ,人 们 产生 对 整数 的 崇 
拜 ,是 很 自然 的 . 

很 长 一 段 时 期 内 “万物 皆 数 "信条 所 遇见 的 上 述 危机 ( 常 被 叫做 “第 一 次 
数学 危机 ") 成 了 希腊 学 者 关注 的 焦点 . 柏拉图 在 他 的 著作 中 提出 问题 ， “呼吁 
关于 不 可 公 度 数 的 知识 "[7]. 

欧 多 克 斯 用 几何 方法 来 解决 这 一 难题 . 首先 ,把 数 的 概念 与 量 的 概念 分 
开 , 不 谈 无 理 数 ,可 以 谈 线 段 长 度 ( 或 面积 、 体 积 等 量 ) 之 比 . 他 建立 了 精巧 的 
关于 量 的 比例 理论 ,这 一 理论 在 《几何 原本 》 第 五 卷 中 得 到 阐述 . 与 其 说 欧 多 
克 斯 解决 了 问题 ,不 如 说 他 回避 了 问题 :用 “ 量 的 比 "来 回避 无 理 数 . 

没有 无 理 数 ,怎样 解 形 如 zx? 一 2= 0 这 样 的 方程 ? 古 希腊 人 从 几何 上 考 
虑 ,把 方程 的 解 看 作 是 一 线段 的 长 度 . 这 样 ,几何 地 * 解 方程 " 变 得 可 以 进行 
当然 ,方程 本 身 也 要 几何 化 . 古 希腊 数学 于 是 形成 了 一 大 特点 :算术 与 代数 长 
期 依附 于 几何 . 数学 量 常 依 其 几何 意义 来 命名 (如 说 “平方 "“ 立 方 "而 不 说 
“二 次 方 " “三 次 方 ”) ,数学 结论 常用 几何 方式 来 表述 (如 恒等式 (a + 0 大 = 
+2ab +b? 被 表示 成 几何 图 形 : 边 长 为 a + 2 的 正方 形 被 剖 分 成 四 块 一 一 边 
长 分 别 为 a 和 b 的 两 个 正方 形 及 两 个 以 a ,6 为 邻 边 的 和 矩形) 人们 渐渐 形成 
了 一 种 习惯 认识 :只 有 几何 才 严 格 ; 即 使 从 算术 上 或 代数 上 得 到 一 个 结论 ,也 


ds 第 一 章 历史 概述 


总 想 去 另 找 一 个 几何 证 明 . 

几何 长 期 占 统治 地 位 与 几何 本 身 特点 有 关 . 几何 中 ,图 形 直观 便于 想象 ， 
概念 清晰 易于 定义 ,结论 明确 使 人 相信 . 几何 学 自然 变 成 了 逻辑 首先 占领 的 
地 盘 . 相 比 之 下 , 数 系 理论 的 建立 要 复杂 得 多 . 任何 一 种 严密 的 数 系 理论 的 
建立 ,都 基于 对 无 限 及 无 限 过 程 的 深入 认识 ,这 在 古 希腊 是 无 法 达到 的 . 受 历 
史 条 件 的 限制 ,他 们 无 法 给 数 的 知识 建立 起 类 似 于 几何 的 理论 ,尽管 当时 他 们 
已 经 知道 了 大 量 关 于 数 的 经 验 事实 . 

就 这 样 , 古 希 腊 对 数学 的 理论 思维 从 数 转 向 形 ,从 算术 ,代数 转向 几何 . 
几何 学 成 了 数学 的 主体 .几何 基础 便 成 了 当时 数学 的 基础 ， 当 时 人 们 对 “ 数 
学 危机 "的 思考 与 回答 在 很 大 程度 上 决定 了 《几何 原本 》 的 最 终 形式 ,但 远 不 是 
形成 《几何 原本 ) 的 惟一 动因 . 

从 较 罕 的 意义 理解 ,数学 基础 的 任务 是 :研究 数学 的 主体 是 在 哪些 基本 概 
念 与 基本 事实 之 上 用 何 种 方式 建立 起 来 的 . 从 这 个 意义 上 理解 , 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 ) 是 人 类 第 一 部 数学 基础 的 理论 著作 . 


1.1.3 演绎 证 明 的 范本 


从 现代 观点 看 《几何 原本 》 逻 辑 上 的 漏洞 很 多 ,历史 上 也 曾 不 断 有 人 指出 
它 的 不 足 . 但 这 并 未 影响 它 的 历史 功绩 ,并 未 妨碍 人 们 长 期 把 它 当 作 演绎 证 
明 的 范本 . 欧 几 里 得 本 人 除了 《几何 原本 》, 还 另 有 至 少 八 部 专著 . 有 的 已 经 
失传 (如 《二 次 曲线 》《 曲 面 轨迹 》 等 ), 有 的 虽 已 流传 至 今 (如 (数据 》《 论 前 分 》 
等 ) ,但 并 未 被 人 重视 . 显然 , 欧 几 里 得 掌握 的 数学 知识 比 他 选 入 《几何 原本 》 
中 的 要 多 得 多 . 面 对 浩 瀚 的 原始 数学 资料 ,他 精心 选择 ,并 对 所 选材 料 作 了 高 
明 的 编排 .《 几 何 原本 》 所 包含 的 丰富 内 容 固然 重要 ,但 更 重要 的 不 是 这 些 材 
料 本 身 ,而 是 由 这 些 材料 有 机 结合 而 成 的 著作 在 整体 结构 上 所 具有 的 生命 力 . 
作为 一 本 数学 基础 书 《 几 何 原本 》 呈 现在 人 们 面前 的 不 是 事实 的 简单 堆砌 ,而 
是 一 幅 逻 辑 演绎 体系 的 精彩 画卷 . 

《几何 原本 》 第 一 卷 是 这 样 开始 的 :对 点 ` 线 . 面 \ 直 线 与 平面 等 基本 概念 作 
了 描述 性 定义 (如 “点 是 没有 部 分 的 ”",“ 线 是 没有 宽度 的 "等 ), 继 而 定义 了 角 、 
圆 平 行 线 等 一 批 概念 . 作为 推理 的 出 发 点 , 欧 几 里 得 列 出 了 如 下 公理 与 公 
设 [8]. 

公理 1. 等 于 同 量 的 量 相等 . 

公理 2. 等 量 加 等 量 ,其 和 相等 . 

公理 3. 等 量 减 等 量 ,其 差 相 等 . 

公理 4. 互相 重合 的 一 定 相等 . 
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公理 5. 整体 大 于 部 分 . 

公设 1. 从 每 一 点 到 另 一 点 可 引 直线 . 

公设 2. 每 条 直线 都 可 以 无 限 延长 . 

公设 3. 以 任意 点 为 中 心 可 作 半 径 等 于 任意 长 的 国 . 

公设 4. 凡 直 角 都 相等 . 

公设 5. 同 平面 两 直线 与 第 三 直线 相交 , 若 其 中 一 侧 的 两 个 内 角 之 和 小 
于 二 直角 , 则 该 两 直线 必 在 这 一 侧 相交 。 

从 上 述 公理 与 公设 的 内 容 可 以 看 出 ,公理 与 公设 二 词 在 稍 有 不 同 的 意义 
下 被 使 用 :公理 被 认为 对 一 般 学 科 皆 真 ;公设 则 是 当时 被 认为 正确 的 几何 学 候 
设 . 就 在 这 样 的 基底 上 ,构筑 起 宏伟 大 厦 . 从 这 寥寥 10 条 似乎 不 证 自明 的 公 
理 与 公设 出 发 , 欧 几 里 得 一 个 接 一 个 地 顺 着 有 序 的 链条 证 明了 465 个 不 容 怀 
疑 的 基本 命题 . 靠 着 环 环 相 扣 的 推理 ,命题 与 命题 之 间 内 在 的 有 机 联系 被 清 
楚 地 揭示 出 来 . 那些 被 证 出 的 命题 并 不 都 能 一 眼看 出 是 显然 成 立 的 ,例如 :三 
角形 内 角 和 为 180", 正 多 面体 只 有 5 种 ,等 等 ,并 不 都 显然 成 立 ,但 都 不 容 置 
疑 ! 问题 就 在 于 , 欧 几 里 得 证 明 这 些 命题 所 使 用 的 推理 方法 正 是 亚 里 士 多 德 
先 已 系统 建立 起 来 并 已 被 当时 学 者 们 普遍 接受 的 演绎 法 ,其 规则 保证 能 够 从 
已 知 正确 的 前 提出 发 推出 一 定 是 正确 的 新 的 结论 . 只 要 愿意 ,任何 人 都 可 以 
去 实测 成 千 上 万 个 不 同 三 角形 的 内 角 , 并 得 出 结论 :三 角形 内 角 和 为 180". 但 
这 种 由 实测 得 出 的 结论 不 会 被 当 作 数 学 定理 认可 . 数学 上 只 认可 演绎 证 明 出 
来 的 结论 , 那 才 是 不 容 置疑 的 .《 几 何 原 本 把 理论 思维 的 力量 ,逻辑 的 力量 ， 
光彩 夺目 地 表现 出 来 , 从 此 ,演绎 证 明 " 便 成 了 人 类 数学 王国 的 宪法 ， 

至 今 人 们 仍 在 狂 测 《几何 原本 》 的 写作 目的 . 有 人 估计 这 部 著作 是 为 学 生 
课本 编写 的 [91. 不 管 怎样 《几何 原本 》 的 教育 学 意义 难以 估量 . 长 时 期 以 来 ， 
它 事实 上 是 全 人 类 共同 的 教科 书 . 

爱 因 斯 坦 (A. Einstein,1879 一 1955) 曾 回忆 : 

“12 岁 那 年 ,我 经 历 了 性 质 截然 不 同 的 另 一 个 奇迹 :新 学 年 开始 时 ,我 
得 到 一 本 关于 网 几 里 得 平面 几何 学 的 小 册子 . 书 中 的 断言 比比 背 是 ,举例 说 ， 
三 角形 的 三 条 顶 重 线 交 于 一 点 一 一 这 固然 不 是 显 见 的 , 却 可 以 非常 明确 地 把 
它 证 明 出 来 , 绝 不 会 产生 任何 疑问 . 这 种 明确 的 不 容 动 播 的 说 法 ,给 我 一 种 难 
以 形容 的 印象 . ”[10] 

爱 因 斯 坦 对 欧 几 里 得 的 成 就 还 在 下 一 段 话 里 作 过 高 度 评价 : 

“西方 科学 的 发 展 以 两 个 伟大 成 就 为 基础 , 那 就 是 :希腊 哲学 家 发 明 形式 
去 辑 体系 (在 欧 几 里 得 几何 学 中 ) 以 及 通过 系统 的 实验 发 现 有 可 能 找到 因果 关 
系 (在 文艺 复兴 时 期 ). "0 
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古 希 腊 学 者 为 人 类 早期 数学 建立 的 几何 形式 的 基础 , 随 着 数学 的 发 展 显 
得 太 狭小 、 太 不 适宜 了 . 经 历 漫长 的 过 程 ,几何 在 数学 中 的 统治 地 位 终于 被 动 
摇 . 从 17 世纪 开始 ,数学 进入 了 莲 擂 发 展 的 革命 时 期 一 一 分 析 数 学 大 发 展 时 
期 . 期 间 ,几何 本 身 也 发 生 了 重大 变革 . 19 世纪 末 , 人 们 发 现 :数学 在 一 定 意 
义 上 向 毕 达 哥 拉 斯 “万 物 和 皆 依 赖 于 整数 "的 思想 回归 一 一 当时 已 十 分 庞大 的 数 
学 王国 竟 可 以 在 自然 数理 论 的 基础 之 上 建立 起 来 . 德国 数学 家 克 罗 内 克 
(L.Kronecker,1823 一 1891) 曾 风趣 地 说 : “上帝 创造 了 整数 ,其 他 一 切 都 是 人 
造 的 . »[12] 


1.2.1 分 析 数 学 一 一 数学 的 新 阶段 


(一 ) 代数 缓慢 崛起 

代数 ,从 古 希腊 时 期 依赖 于 几何 到 摆脱 几何 的 束缚 走向 独立 强大 ,是 在 长 
时 间 内 逐渐 实现 的 ,其 中 有 一 系列 重要 步 又, 如: 十进制 记 数 法 的 普遍 使 用 ,用 
符号 代替 文字 叙述 ,对 无 理 数 与 负数 的 承认 ,对 于 数 的 运算 规则 的 熟悉 , 解 方 
程 知 识 的 大 量 积累 ,等 等 . 解决 实际 问题 的 需要 ,把 算术 与 代数 一 步 步 推 上 了 
数学 的 前 台 . 到 了 欧洲 的 文艺 复兴 时 期 ,这 一 进程 突然 加 速 ,主要 表现 为 : 趋 
于 定型 的 代数 符号 的 大 量 使 用 ,三 次 .四 次 代数 方程 有 了 解法 ,对 数 的 发 现 与 
应 用 ,等 等 . 

代数 方法 的 丰富 .灵活 与 精确 使 代数 在 应 用 中 越 来 越 充分 地 显示 出 优越 
性 . 到 这 时 ,解析 几何 建立 的 条 件 成 熟 了 . 

(二 ) 解析 几何 一 一 数学 的 转折 点 

坐标 的 概念 在 古 希 腊 时 代 ( 甚 至 更 早 ) 就 曾 出 现 过 ,当时 被 用 来 测量 与 给 
图 . 古 希 腊 数学 家 阿波 罗 尼 斯 (Apollonius, 公 元 前 262 一 前 190) 在 系统 研究 贺 
锥 曲线 时 已 用 几何 方式 给 出 了 圆锥 曲线 的 方程 . 14 世纪 法 国 数学 家 奥 雷 斯 
姆 (Oresme, 约 1323 一 1382) 用 坐标 确定 点 的 位 置 ,并 明确 引进 了 直线 方程 ,但 
尚 不 能 说 解析 几何 已 经 建立 . 这 一 学 科 的 建立 ,一 方面 要 依赖 于 代数 符号 的 
发 展 与 代数 方法 的 成 熟 ; 另 一 方面 则 决定 于 17 世纪 天 文 力学 等 科学 技术 对 
曲线 研究 的 迫切 需求 . 现在 人 们 一 般 认 为 解析 几何 的 建立 首先 应 归功 于 法 国 
数学 家 .物理 学 家 哲学 家 笛 卡 儿 (R.Descartes,1596 一 1650) ,也 归功 于 同时 代 
的 法 国 数学 家 费 马 (P.de Fermat,1601 一 1665) 

解析 几何 的 思想 是 :采用 坐标 法 把 曲线 等 几何 对 象 转换 成 代数 方程 ,从 而 
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可 用 代数 方法 对 这 些 几何 对 象 进行 研究 , 有 了 解析 几何 之 后 ,代数 的 地 位 发 
生 了 根本 变化 . 代数 非但 不 再 像 古代 那样 依附 于 几何 ,相反 , 它 把 几何 当 作 应 
用 自己 方法 的 领地 . 

16 世纪 ,人 类 的 社会 实践 使 自然 科学 与 数学 研究 的 中 心 课题 转向 运动 ， 
转向 各 种 变量 之 间 的 关系 . 解析 几何 里 ,方程 的 未 知 数 已 转化 为 变量 ,这 样 ， 
解析 几何 就 为 研究 变量 之 间 关 系 的 微 积分 适时 提供 了 几何 舞台 . 恩格斯 
(F.Engels,1820 一 1895 ) 曾 说 : 

“数学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 . 有 了 变数 、 运 动 进入 了 数学 ,有 了 变 
数 ,辩证 法 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立刻 成 为 必要 的 了 ."[13] 

(三 ) 微 积分 诞生 

17 世纪 后 半 叶 诞生 的 微 积分 ,主要 起 源 于 几何 与 力学 . 

几何 上 有 两 类 传统 问题 :第 一 类 问题 是 求 曲线 的 切线 ,第 二 类 问题 是 求 图 
形 的 面积 . 从 古 希 腊 的 阿 基 米 德 (Archimedes, 约 公元 前 287 一 前 212) 起 就 有 
大 量 学 者 进行 过 有 成 效 的 研究 . 

力学 上 有 两 类 问题 :第 一 类 是 求 运动 速度 ,第 二 类 是 求 路 程 . 

几何 第 一 类 问题 与 力学 第 一 类 问题 密切 相关 ,是 微分 学 解决 的 典型 问题 ; 
几何 第 二 类 问题 与 力学 第 二 类 问题 也 密切 相关 ,是 由 积分 学 解决 的 . 重要 的 
是 ,第 一 类 问题 与 第 二 类 问题 之 间 存在 着 内 在 的 联系 ,这 种 内 在 联系 事实 上 就 
是 微分 与 积分 之 间 的 互 递 关系 . 揭示 出 这 种 关系 是 微 积分 理论 成 熟 的 标志 . 
这 件 事主 要 归功 于 英国 物理 学 家 、 数 学 家 牛顿 (I.Newton,1642 一 1727) 与 德 
国 数学 家 ,哲学 家 莱 布 尼 兹 (G.W.Leibniz, 1646 一 1716). 微分 与 积分 之 间 联 
系 的 一 个 重要 公式 被 称 作 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 , 它 是 微 积 分 的 精华 . 正 是 牛 
顿 , 莱 布 尼 效 ,把 众多 学 者 曾 贡 献 过 的 重大 工程 终于 完成 了 . 在 这 众多 学 者 
中 ,牛顿 的 老师 巴 罗 (I.Barrow,1630 一 1677) 的 工作 最 为 杰出 ,他 是 认识 微分 
是 积分 的 逆 运算 的 第 一 人 - 

(四 ) 分 析 数 学 大 发 展 

微 积 分 的 诞生 ,开创 了 数学 的 新 时 期 一 一 分 析 数 学 大 发 展 时 期 .车 把 初等 
数学 简单 地 说 成 是 常量 数学 , 则 分 析 数 学 便 可 说 成 是 变量 的 数学 . 分 析 数 学 
的 研究 对 象 一 函数 ,或 变量 与 变量 之 间 的 关系 ,是 从 几何 力学 及 其 他 自然 
科学 中 抽象 出 来 的 ,其 研究 成 果 有 广泛 的 应 用 . 

从 微 积分 诞生 起 的 两 个 多 世纪 里 ,分 析 数 学 在 应 用 中 发 展 壮 大 ,逐渐 成 为 
数学 的 主体 . 它 的 一 个 个 分 支 相继 (或 与 微 积分 同时 ) 建 立 :无 穷 级 数 , 常 微分 
方程 , 偏 微分 方程 ,微分 几何 , 变 分 学 , 复 变 函 数 和 解析 数论 ,等 等 . 

从 诞生 之 日 起 分 析 数 学 就 在 自然 科学 中 显示 出 巨大 威力 . 各 种 物理 规律 
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一 个 接着 一 个 得 到 了 精确 的 表述 ,精确 的 程度 令 人 折服 . 借助 于 分 析 数学 ,人 
们 越 来 越 清晰 地 看 见 了 一 个 量化 的 世界 . 


1.2.2 ”分析 数学 的 基础 危机 


微 积分 以 无 穷 小 概念 作为 工具 , 故 有 时 被 叫做 无 穷 小 分 析 . 在 微 积分 诞 
生 之 初 ,无 穷 小 被 直观 地 随意 使 用 . 微 商 概念 的 典型 现实 原型 一 一 瞬时 速度 ， 
被 理解 为 无 穷 小 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 . 研究 非 均匀 的 变化 ,用 无 穷 小 方法 
是 很 自然 的 ,但 无 穷 小 是 什么 ? 并 不 十 分 清楚 . 谈 到 无 穷 小 (及 相关 的 无 穷 
大 ) 的 合法 性 , 莱 布 尼 兹 在 1687 年 的 一 封 信 中 说 :“ 目 前 ,我 承认 这 可 能 尚未 解 
决 . »[14] 

英国 大 主教 贝克 莱 (G.Berkeley,1684 一 1753) 在 1734 年 的 《分 析 学 者 ) 一 
书 中 哮 笑 元 穷 小 为 “消失 了 的 量 的 鬼魂 ”". 他 说 :“ 在 进行 微分 运算 时 , 况 从 不 
脸红 地 首先 承认 ,然后 又 会 弃 无 穷 小 量 . 依靠 双重 错误 你 得 到 了 虽然 不 科学 
却 是 正确 的 结果 . "(5] 

贝克 莱 的 种 种 非 难 切 中 问题 的 要 害 . 有 人 对 贝克 莱 的 非 难 给 予 回 击 , 但 
都 软弱 无 力 . 

分 析 数 学 在 微 积分 诞生 之 后 很 长 时 间 内 ,并 没有 严密 可 靠 的 基础 ,这 一 事 
情 常 被 说 成 是 “第 二 次 数学 危机 ”. 事实 上 ,这 只 是 当时 数学 基础 的 危机 . 大 
多 数 数学 家 对 此 或 不 太 在 意 ,或 无 暇 顾及 . 许多 人 也 想 解决 危机 ,但 不 成 功 . 
“解释 和 评价 牛顿 . 莱 布 尼 效 的 方法 的 书卷 快 浩 繁 且 雇 误 连 入 "1091 . 

微 积 分 诞生 之 后 的 200 年 ,数学 上 是 英雄 辈出 的 革命 时 期 . 分 析 数 学 尽 
管 缺 少 远 辑 支持 ,但 能 通过 自然 科学 的 胜利 为 自己 开辟 前 进 的 路 . 人 们 能 预 
言 哈雷 在 星 的 回归 ,能 以 万 分 之 一 的 精度 观测 到 由 数学 计算 所 预言 的 神秘 的 
海王 星 确实 存在 , 谁 又 能 怀疑 数学 的 真实 性 ? 

革命 顾 不 上 现存 法 律 ,需要 的 是 冲锋 陷 阵 . 法 国 数学 家 皮卡 
(C.E.Picard,1856 一 1941) 在 1905 年 说 过 :“ 如 果 牛 顿 和 莱 布 尼 兹 知道 了 连续 
函数 不 一 定 可 导 ,微分 学 将 无 以 产生 “01 

这 是 数学 历史 上 特定 时 期 出 现 的 矛盾 现象 :一 方面 ,成 果 辉 煌 ;一 方面 , 罗 
辑 混乱 . 除了 无 穷 小 引起 的 矛盾 ,还 存在 着 无 穷 级 数 使 用 上 的 混乱 . 例如 ,下 
面 的 级 数 

1-1+1-1+… 

是 什么 ? 是 1, 是 0, 还 是 17 2? 各 有 说 法 . 又 如 ,有 人 常 把 震级 数 当 作 多 项 式 
来 运算 . 不 正确 地 使 用 无 穷 级 数 引 出 许多 错误 的 证 明和 错误 的 结论 . 分 析 数 
学 的 成 果 越 多 ,需要 澄清 的 困惑 与 矛盾 也 越 多 . 越 来 越 多 的 人 开始 关注 分 析 
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数学 的 基础 ,渴望 重建 数学 王国 的 “法 律 秩序 ”. 

寻找 基础 的 困难 超出 了 人 们 的 想象 . 问题 在 哪里 ? 原来 问题 是 由 分 析 
数学 所 承担 的 任务 引起 的 ,这 个 任务 是 :精确 地 表现 运动 与 变化 . ) 为 了 精确 表 
现 运动 与 变化 ,必须 跟 无 限 打交道 ;而 在 有 限 与 无 限 之 间 , 不 能 照常 规 随 意 通 
行 . 习惯 于 有 限 思维 的 人 类 面 对 无 限 , 困 难 可 想 而 知 . 

整个 18 世纪 ,许多 人 ,包括 最 伟大 的 数学 家 一 一 瑞士 的 欧 拉 (L.Euler， 
1707 一 1783) 与 法 国 的 拉 格 朗 日 (1.L.Lagrange,1736 一 1813) 在 内 ,都 去 努力 
克服 危机 ,但 都 未 成 功 . 

在 拉 格 朗 日 提议 下 ,由 拉 格 朗 日 任 主任 的 柏林 科学 院 数学 分 部 于 1786 年 
特地 设立 一 个 奖项 . 竞赛 宣言 中 说 08 : 

“数学 的 功用 , 它 所 受到 的 尊敬 精确 科学 "这 一 极为 贴切 的 桂冠 , 源 于 其 
原理 的 清晰 、 证 明 的 严密 及 定理 的 精确 . …… 一 些 当 代 著 名 分 析 学 者 则 承认 
无 穷 量 的 术语 是 矛盾 的 . 

因此 ,科学 院 期 望 有 一 个 解释 来 说 明 为 什么 一 个 矛盾 的 假设 却 推出 了 那 
么 多 正确 的 理论 ,还 希望 有 一 个 确切 、 清 晰 的 描述 , 简 而 言 之 ,一 个 真正 的 数学 
原理 , 它 也 许可 以 完全 代替 无 穷 …… 

竞赛 结果 是 :问题 没有 得 到 满意 的 答复 . 尽管 如 此 ,在 23 位 应 征 者 中 , 瑞 
士 的 惠 利 尔 (S.L.Huilier) 获 了 奖 , 他 题写 的 一 句 话 是 : “无穷 ,是 吞没 我 们 思 
想 的 深渊 ，” 


1.2.3 分 析 算 术 化 


经 历 无 数 失败 与 挫折 之 后 ,为 分 析 数 学 寻找 基础 的 工作 渐渐 有 了 眉目 ， 
“法 律 秩序 " 随 之 渐渐 恢复 . 这 个 过 程 就 是 19 世纪 的 分 析 算术 化 过 程 ,于 19 
世纪 末期 完成 . 过 程 大 体 包 括 三 个 阶段 : 

第 一 阶段 一 一 极限 论 建立 ,主要 以 法 国 数学 家 柯 西 (A.L.Cauchy,1789 一 
1857) 与 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 (K.T.W.Weierstrass, 1815 一 1897) 的 工作 
为 标志 ; 

第 二 阶段 一 实数 理论 建立 , 主要 以 德国 数学 家 戴 德 金 
(J.W.R.Dedkind,1831 一 1916)、 康 托 尔 (G.Cantor, 1845 一 1918) 与 魏 尔 斯 特 
拉 斯 等 人 的 实数 构造 理论 为 标志 ; 

第 三 阶段 一 一 算术 化 过 程 完成 ， 以 意大利 数学 家 、 逻 辑 学 家 皮 亚 诺 
(G.Peano,1858 一 1932) 的 自然 数理 论 为 标志 . 

在 这 过 程 中 ,数学 家 们 艰难 但 开始 卓有成效 地 跟 无 限 打交道 ,从 而 在 达到 
分 析 算术 化 的 目的 同时 ,也 将 人 类 数学 的 理论 思维 能 力 提 高 到 了 一 个 新 高 度 . 
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(一 ) 极限 论 的 建立 

1754 年 ,法 国 数学 家 、 物 理学 家 、 哲 学 家 达 朗 贝尔 (].L.R.D" Alembert， 
1717 一 1783) 就 曾 提出 过 极限 的 方法 ,但 未 完善 形成 理论 . 追溯 到 人 类 十 代数 
学 (包括 古代 中 国 09]), 早 已 有 极限 思想 . 

柯 西 在 他 1821 年 的 著作 《代数 分 析 教 程 》 中 ,给 出 了 极限 论 的 葛 基 性 工 
作 . 他 先 定义 了 变量 与 函数 的 概念 ,接着 定义 了 变量 的 极限 概念 ;进一步 ,他 
把 无 穷 小 定义 成 “极限 为 零 的 变量 ”, 使 无 穷 小 摆脱 了 神秘 感 .这样 ,就 可 以 在 
极限 与 无 穷 小 量 的 基础 上 建立 起 微 积分 理论 ,引出 了 微 积 分 一 系列 的 基本 概 
念 :连续 ,导数 ,微分 与 积分 ,等 等 . 他 还 明确 区 分 了 无 穷 级 数 的 收敛 性 与 发 散 
性 ， 

柯 西 的 著作 影响 很 大 ,有 人 称 他 是 当时 “惟一 一 个 知道 怎样 对 待 数学 的 
人 "”. 但 是 柯 西 理论 所 用 的 关键 语言 是 不 够 精确 的 ,如 与 极限 有 关 的 定义 中 ， 
使 用 “无 限 趋 近 " ,无 限 减 小 ",“ 愈 来 愈 接近 于 ……” 这 类 求助 于 直观 的 用 语 . 
他 书 中 的 一 些 结论 有 误 . 他 仍 未 能 区 分 连续 性 与 可 微 性 ,更 未 能 区 分 连续 性 
与 一 致 连续 性 . 此 外 ,他 的 极限 论 所 依赖 的 实数 概念 是 直观 的 ,不 严格 的 . 

稍 早 ,捷克 数学 家 ,哲学 家 波 尔 察 诺 (B.Bolzano,1781 一 1848) 也 致力 于 分 
析 的 严密 化 工作 ,但 很 迟 他 的 工作 才 被 人 注意 . 

更 严格 的 极限 论 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 建立 的 . 在 这 方面 ,他 的 贡献 是 :极限 定 
义 使 用 了 严格 的 e-6 语言 ,论证 了 连续 函数 的 性 质 , 给 出 了 一 个 处 处 连续 处 处 
不 可 微 的 函数 ,引进 了 函数 项 级 数 一 致 收敛 概念 ,使 级 数理 论 更 严格 ,第 一 个 
认识 到 分 析 的 严密 化 需要 有 精确 的 实数 理论 ,并 提出 了 构造 实数 的 一 种 方法 ， 
等 等 . 他 的 工作 使 分 析 数学 完全 摆脱 了 对 直观 (特别 是 几何 直观 ) 的 依赖 . 可 
以 说 ,分 析 的 严密 化 是 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 最 后 完成 的 . 

(二 ) 什么 是 实数 ? 

分 析 数 学 的 展开 ,以 实数 为 前 提 . 在 分 析 数 学 发 展 过 程 中 遇见 矛盾 、 混 乱 
与 困惑 时 ,无 人 怀疑 实数 概念 本 身 有 什么 问题 . 当 分 析 的 概念 由 于 极限 论 的 
建立 而 被 认为 已 经 得 到 澄清 之 后 ,人 们 用 相同 标准 的 严格 眼光 回头 看 , 才 发 现 
实数 概念 本 身 需 要 给 予 澄清 : 

第 一 ,究竟 什么 是 实数 ? (当然 ,要 离开 几何 直观 来 回答 . ) 

第 二 ,从 哪些 更 基本 的 概念 与 事实 出 发 可 以 推导 出 实数 所 具有 的 性 质 ? 

困难 在 于 无 理 数 . 正 是 无 理 数 曾 让 古 希腊 人 感到 困惑 . 两 千 多 年 后 ,人 
们 仍然 要 面 对 它 , 且 不 能 再 回避 了 . 

极限 论 建立 之 初 ,不 少 人 (包括 柯 西 ) 从 直观 上 把 无 理 数理 解 为 有 理 数列 
的 极限 . 但 这 种 理解 不 能 解决 问题 ,因为 有 了 实数 (包括 无 理 数 ) 概 念 之 后 , 才 
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有 合适 的 极限 概念 . 尽管 如 此 ,问题 解决 的 条 件 已 经 成 熟 了 . 技术 上 的 条 件 
已 经 具备 , 差 的 只 是 观念 上 的 改变 . 

建立 实数 理论 这 一 重大 课题 ,除了 魏 尔 斯 特 拉 斯 ,还 吸引 了 众多 数学 家 ， 
各 种 方案 纷纷 提出 . 这 些 方案 有 一 个 相同 点 :都 是 从 有 理 数 及 其 性 质 出 发 . 

种 种 方案 大 体 上 可 分 为 两 类 . 两 类 中 最 典型 的 方案 分 别 由 德国 数学 家 戴 
德 金 (].W.R.Dedkind, 1831 一 1916) 与 康 托 尔 (G.Cantor, 1845 一 1918) 在 
1872 年 同一 年 内 建立 .( 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 理论 与 康 托 尔 的 类 似 . ) 

戴 德 金 的 实数 定义 是 :一 个 实数 就 是 有 理 数 集 的 一 个 分 割 , 即 有 理 数 集 的 
左右 一 分 为 二 的 一 个 剖 分 . 若 一 个 分 割 的 左边 部 分 无 最 大 数 且 右边 部 分 无 最 
小 数 , 则 把 此 分 割 (注意 :是 把 分 割 本 身 , 即 左右 一 对 集 ) 叫 做 无 理 数 ;否则 就 把 
它 叫 做 (新 ) 有 理 数 . 用 适当 方式 对 这 些 分 割 定义 加 法 运算 、 乘 法 运算 与 序 之 
后 ,可 以 证 明 : 有 理 数 集 这 些 分 割 的 全 体形 成 一 个 完备 序 域 ( 即 实数 域 ). 

戴 德 金 的 定义 从 几何 上 考虑 是 清楚 的 :把 直线 分 割 成 左 、 右 两 部 分 , 便 存 
在 ( 且 只 存在 ) 一 个 点 是 那 两 部 分 的 界 点 . 正 是 该 点 的 存在 才 表 现 出 直线 的 连 
续 特征 . 戴 德 金 曾 指出 , 它 定义 实数 的 方法 是 受 欧 几 里 得 《几何 原本 》( 第 五 
卷 ) 中 的 思想 影响 的 0291. 

康 托 尔 的 方法 是 :用 有 理 数 基本 序列 (准确 说 ,有 理 数 基本 序列 的 等 价 类 ) 
来 定义 实数 . (数列 |z, | 是 基本 序列 , 指 |z,| 满 足 条 件 : 任 给 e>0, 存 在 自然 
数 N, 每 当 n,m>N 时 都 有 | z, 一 zx | <。. ) 在 定义 了 加 法 、 乘 法 及 序 之 后 ， 
也 得 到 一 个 完备 序 域 . 

如 果 说 戴 德 金 的 方法 来 自 几何 的 启发 ,那么 康 托 尔 的 方法 则 是 出 自 极限 
论 本 身 的 思考 . 基本 序列 的 概念 原 是 由 柯 西 引进 的 ,被 称 作 “Cauchy 序列 ”. 
柯 西 知道 :基本 序列 就 是 有 极限 的 序列 . 有 理 数 基本 序列 的 极限 不 一 定 是 有 
理 数 .如 果 极限 不 是 有 理 数 ,那么 这 个 有 理 数 基 本 序列 本 身 就 被 康 托 尔 用 来 
定义 无 理 数 . 这 件 事情 上 , 柯 西 与 康 托 尔 的 差别 只 有 一 步 . 这 一 步 之 差 是 观 
念 上 的 : 康 托 尔 把 基本 序列 这 个 无 限 的 对 象 作为 整体 视 为 一 个 点 . 

康 托 尔 的 “Cauchy 序列 "方法 常 被 用 于 一 般 度量 空间 的 完备 化 . 在 有 了 
极限 论 的 知识 以 后 ,这 个 方法 是 比较 容易 理解 的 . 但 数学 分 析 的 课本 一 开头 

- 般 不 采用 这 个 方法 . 

上 述 给 实数 下 定义 的 方式 还 有 一 个 显著 的 共同 特征 :每 种 定义 都 涉及 有 
理 数 的 某 种 无 限 集 . 定义 中 ,无 限 集 是 作为 整体 被 使 用 的 ,用 它们 定义 出 来 的 
“ 数 "与 人 们 关于 数 的 直观 概念 相去 甚 远 . 正 因 如 此 ,这 些 方法 似乎 都 显得 很 
不 自然 . 有 人 说 :逻辑 地 定义 出 来 的 无 理 数 是 一 个 智慧 的 怪物 "0 . 

本 书 中 ,我 们 将 另 找 出 路 ,尝试 用 更 自然 的 方法 来 建立 实数 概念 ( 详 见 第 
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四 章 ). 

(三 ) 皮 亚 诺 自 然 数 理论 

建立 了 实数 概念 之 后 , 追 本 溯源 ,就 要 间 : 什 么 是 有 理 数 ? 有 理 数 性 质 从 
何 而 来 ? 

数学 史上 出 现 了 非常 有 趣 的 现象 :各 种 数 系 理论 建立 的 时 间 顺 序 与 这 些 
数 系 之 间 的 逻辑 顺序 恰恰 相反 . 走 完了 从 有 理 数 到 实数 的 路 ,接着 人 们 用 整 
数 来 定义 有 理 数 ,由 整数 性 质 推出 有 理 数 性 质 ;然后 ,又 由 自然 数 及 其 性 质 导 
出 整数 及 其 性 质 ， 最 终 ,自然 要 问 : 什 么 是 自然 数 ” 其 性 质 从 何 而 来 ? 

皮 亚 诺 在 他 1889 年 的 著作 《算术 原理 新 方法 ) 中 提出 了 自然 数 公理 ,后 曾 
略 作 修改 . 这 组 公理 事实 上 给 出 了 自然 数 集 的 定义 , 现 被 称 为 "Peano 公理 ”. 
稍 早 , 戴 德 金 已 提出 过 大 体 相同 的 理论 (21. 

皮 亚 诺 自然 数 公理 如 下 : 

PAI1. 零 是 个 自然 数 . 

PA2. 每 个 自然 数 都 有 一 个 后 继 ( 也 是 个 自然 数 ). 

PA3. 零 不 是 任何 自然 数 的 后 继 . 

PA4. 不 同 的 自然 数 有 不 同 的 后 继 . 

PA5. (归纳 公理 ) 设 由 自然 数组 成 的 某 个 集 含有 零 , 且 每 当 该 集 含有 某 
个 自然 数 时 便 也 同时 含有 这 个 数 的 后 继 , 那 么 该 集 定 含有 全 部 自然 数 . 

以 上 公理 中 ,除去 自然 数 , 尚 有 两 个 未 加 定义 的 概念 : 零 与 后 继 .〈 当 然 ， 
公理 中 还 用 了 集 的 概念 . ) 

这 样 ,我 们 来 到 了 古典 数学 的 源头 . 

Peano 公理 中 惟一 不 平凡 的 是 归纳 公理 , 它 就 是 用 集 语 言 叙述 的 数学 归 
纳 法 . 这 一 公理 是 皮 亚 诺 理论 的 基石 . 数学 归纳 法 是 意大利 数学 家 毛 诺 里 克 
斯 (F. Maurolycus,1494 一 1575) 在 他 1575 年 的 著作 《算术 》 中 首先 认识 的 . 后 
来 法 国 数学 家 ,物理 学 家 ,哲学 家 帕斯卡 (B.Pascal,1623 一 1662) 在 他 1665 年 
的 著作 《三 角 阵 算术 》 中 首次 给 出 了 数学 归纳 法 的 清楚 的 应 用 实例 . 

可 以 说 ,依靠 数学 归纳 法 ,分 析 数 学 才 成 为 严格 意义 上 的 演绎 科学 . 正 是 
数学 归纳 法 这 块 “基石 ”, 支 撑 起 整个 古典 数学 的 “大 厦 ”. 


1.2.4 ”分析 数 学 中 的 无 限 


数学 中 的 无 限 是 从 现实 世界 中 抽象 出 来 的 概念 ,与 对 运动 ,变化 的 研究 密 
不 可 分 . 

公元 前 5 世纪 , 古 希 腊 哲 学 家 芝 诺 (Zenon Eleates, 约 公元 前 490 一 前 436) 
以 悖 论 的 形式 揭示 出 运动 概念 中 包含 着 有 限 与 无 限 的 矛盾 . 芝 诺 悖 论 之 
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一 一 一 “ 阿 基 里 斯 和 乌龟 "可 简 述 如 下 : 

希腊 英雄 阿 基 里 斯 永远 追 不 上 乌龟. 因为 在 阿 基 里 斯 起 跑 时 ,在 他 前 面 
的 乌龟 已 开始 向 同一 方向 爬行 . 当 阿 基 里 斯 达到 乌龟 的 地 点 时 ,乌龟 又 爬行 
了 好 长 一 段 路 ;这 种 情况 在 阿 基 里 斯 和 乌龟 都 要 走 的 余下 的 路 段 上 重复 着 [591. 

芝 诺 发 现 运动 中 包含 着 矛盾 后 ,错误 地 断言 运动 不 真实 ,进而 否定 世界 万 
物 的 生 灭 变化 ,认为 只 有 “惟一 不 动 的 存在 " 才 是 真实 的 . 

芝 诺 悖 论 使 当时 的 人 们 感到 困惑 ,难以 解答 . 在 古 希腊 人 眼中 ,无 限 是 神 
秘 的 ,无 法 达到 的 ,甚至 是 令 人 恺 惧 的 . 

亚 里 土 多 德 曾 提出 了 “ 洪 无 限 "概念 . 他 认为 :“ 只 有 潜能 上 的 无 限 ,…… 
不 会 有 现实 的 无 限 . “说 ' 无 限 " 潜 在 地 存在 ,…… 只 是 对 于 知识 而 言 , 因为 ， 
分 割 的 过 程 永远 不 会 告终 "0241. 他 甚至 说 ,数学 家 “不 需要 无 限 , 也 不 使 用 无 
限 . 他 们 只 是 假设 有 限 的 直线 能 随意 延长 而 已 "25). 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 
中 ,明显 地 回避 无 限 . 

从 此 ,回避 ,排斥 无 限 成 了 数学 上 的 传统 . 

到 了 17 世纪 , 微 积分 的 先驱 们 开始 违背 这 个 传统 . 实践 的 需要 引导 他 们 
去 研究 运动 与 变化 . 这 时 ,无 穷 量 成 为 他 们 手中 不 可 缺少 的 武器 . 为 了 冲锋 
陷 阵 ,他 们 被 迫 拿 起 无 限 这 个 武器 . 

分 析 数学 的 发 展 过 程 ,是 人 类 智力 拼搏 的 过 程 . 经 历 了 一 次 次 挫折 并 积 
累 了 大 量 经 验 之 后 ,人 类 终于 有 了 认识 无 限 的 方法 一 一 极限 论 . 

极限 论 中 ,为 了 精确 定义 数列 与 函数 的 极限 概念 (进而 建立 起 精确 形式 的 
微 积分 理论 ), 人 们 采用 了 e-N 、e-6 语言 . 这 种 语言 的 思想 是 :通过 有 限 认 识 
无 限 , 用 有 限 的 手段 把 握 无 限 的 过 程 . 从 形式 上 看 ,这 显然 仍 是 局 限 在 潜 无 限 
的 框架 内 ,但 实质 上 承认 了 无 限 过 程 的 终结 ,承认 了 无 限 向 有 限 的 有 条 件 的 转 


化 (数学 等 式 二 + 二 + 吉 + 击 +…= 1 本 身 便 已 说 明 问题 )、 

可 以 从 极限 与 无 穷 级 数 再 论 来 看 芝 诺 的 “ 阿 基 里 斯 和 乌龟 "性 论 . 芝 诺 设 
置疑 难 的 方式 是 :第 一 ,把 有 限 分 害 成 无 限 ;( 可 以 分 割 ,同意 吗 ?) 第 二 ,无 限 只 
能 是 潜 无 限 ,( 同 意 吗 ?) 而 潜 无 限 是 没有 终结 的 . 在 这 个 疑难 中 ,如 果 我 们 同 
意 物质 空间 可 以 无 限 分 割 ,那么 ,从 数学 上 看 , 阿 基 里 斯 追赶 乌龟 过 程 的 路 各 
与 时 间 不 过 是 两 个 收敛 的 无 穷 级 数 . 特别 地 ,其 中 的 时 间 级 数 不 是 发 散 的 ,这 
是 关键 . 极限 论 的 思想 是 :无 限 在 一 定 条 件 下 转化 为 有 限 .( 从 物理 上 看 , 芝 
诺 在 这 个 悖 论 中 片面 强调 了 物质 的 连续 性 (可 以 无 限 分 割 ) 而 绝对 耕 定 了 离散 
性 . 物理 告诉 我 们 ,连续 性 与 离散 性 二 者 都 必须 坚持 . 与 此 类 似 ,一 尺 之 可 ， 
日 取 其 半 , 万 世 不 竟 ", 从 物理 上 看 ,不 合理 .“ 日 取 其 半 ”, 取 到 一 定 程度 ,量变 
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引起 质变 ,就 不 能 简单 地 再 “ 取 半 ”. 应 指出 ,连续 性 与 离散 性 二 者 都 必须 坚持 
这 一 结论 ,首先 是 由 哲学 思考 得 出 的 . ) 

对 极限 论 自身 的 不 足 , 有 以 下 思考 . 

极限 论 作为 数学 上 认识 无 限 的 工具 ,本 质 上 对 传统 有 所 突破 ,但 形式 上 却 
维护 了 旧 的 传统 . 它 把 有 争议 的 无 穷 量 (无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 ) 作 为 变量 以 潜 
无 限 的 形式 纳入 自己 的 理论 . 它 把 过 程 与 过 程 的 终结 人 为 地 形式 地 割 开 , 制 
开 之 后 再 机 械 地 联系 . 这 样 一 来 , 微 积分 诞生 时 生动 活泼 ,被 莱 布 尼 兹 视 为 
“理想 元 素 ” 的 实 无 穷 小 因 违 背 传统 (也 因 暂 不 合 逻 辑 ) 而 被 赶 出 了 数学 . e-N 、 
e-6 方式 虽 保住 了 逻辑 严格 性 且 未 违背 传统 , 但 原 无 穷 小 分 析 的 简易 性 与 生 
动 性 已 荡然 无 存 . (只 在 物理 与 工程 技术 中 ,直观 无 穷 小 仍 在 被 经 常 使 用 ) 
对 此 ,美国 数学 家 戴 维 斯 (M. Davis) 和 赫 尔 悄 (R.Hersh) 曾 评论 道 : 

“直觉 上 清楚 、 物 理 上 可 测 得 的 量 , 即 皮 时 速度 , 变 成 了 难以 提 摸 的 极限 概 
念 ",“ 我 们 用 了 两 个 在 某 种 意义 上 说 来 是 和 速度 无 关 的 新 量 e 和 6 之 间 的 
难以 提 揽 的 关系 来 定义 也 而 事实 是 : 按 实 际 意 义 , 在 我 们 了 解 这 定义 之 
前 ,我 们 已 经 知道 眠 时 过 度 是 什么 了 ;而 只 是 为 了 逻辑 上 没有 矛盾 ,我 们 接受 
了 一 个 比 要 定义 的 概念 难 懂得 多 的 定义 "125] 

用 极限 论 来 认识 无 限 ,毕竟 只 是 初步 . 尽管 如 此 , 它 仍 不 失 为 数学 认识 无 
限 而 迈 出 的 有 成 效 的 重要 一 步 . 人 类 数学 对 无 限 的 认识 会 继续 深入 ,但 无 论 
深入 到 何等 程度 ,e-N 、e-6 方法 作为 用 有 限 认 识 无 限 的 一 种 方法 ,都 会 继续 起 
一 定 作 用 . 

真正 打破 传统 ,是 从 实数 理论 的 建立 开始 的 . 严格 的 实数 理论 让 实 无 限 
以 无 限 集 的 形式 正式 进入 数学 . 不 管 是 现 有 实数 理论 的 哪 一 种 ,都 涉及 无 限 
点 集 ,都 把 有 理 数 的 某 种 类 型 的 无 限 集 作 为 整体 来 定义 单个 实数 ,并 进一步 在 
这 些 实 无 限 对 象 之 间 定 义 代数 运算 和 序 , 这 样 做 便 能 够 从 离散 的 有 理 数 集 过 
渡 到 实数 连续 统 . 

前 面 曾 提 到 康 托 尔 与 柯 西 之 间 关 于 无 限 观 的 差别 . 柯 西 与 康 托 尔 的 一 步 
之 差 是 : 柯 西 提出 了 基本 序列 概念 ,但 仍 留 在 传统 ; 康 托 尔 则 带 着 基本 序列 
(Cauchy 序列 ) 走 出 了 传统 . 

在 认识 无 限 的 路 上 ,数学 没有 止步 ,也 永远 不 会 止步 . 随 着 分 析 数 学 严密 
化 的 完成 ,把 实 无限 当 作 自 己 研 究 对 象 的 集 论 已 孕育 成 熟 , 并 随即 诞生 . 而 它 
的 诞生 则 意味 着 数学 即将 进入 一 个 崭新 的 更 高 的 发 展 阶段 一 现代 数学 
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1.2 附 1 几何 学 自身 的 重大 变革 
(一 ) 几何 学 为 什么 被 认为 是 数学 且 被 归 为 数学 ? 


历史 上 ,几何 学 是 研究 三 维 物理 世界 的 空间 形式 (加 上 时 间 , 则 是 四 维 时 
空 形式 ) 的 学 科 . 这 种 狭义 的 几何 学 实际 上 应 该 是 物理 学 的 一 部 分 ,是 物理 学 
中 较为 单纯 且 较 早 理论 化 的 那 一 部 分 .“ 从 来 源 说 , 它 像 力 学 一 样 是 一 种 物理 
的 理论 ."[21 牛顿 曾 认为 几何 只 是 力学 的 一 部 分 . 德国 数学 家 高 斯 
(G.F.Gauss,1777 一 1855) 在 认识 到 非 欧 几 何 的 合理 性 之 后 也 曾 说 :“ 我 们 只 
能 将 几何 与 力学 相提并论 .”[33 

但 是 ,为 什么 从 古代 起 人 们 就 毫 不 含糊 地 把 几何 学 归 为 数学 ? 这 是 因为 ， 
早先 的 几何 学 在 形成 自己 的 演绎 体系 之 后 , 便 让 算术 ,代数 与 三 角 依附 于 它 ， 
并 与 它们 密 不 可 分 地 纠缠 在 一 起 ,形成 了 人 类 数学 的 早期 阶段 一 一 初等 数学 
或 几何 数学 . 

狭义 几何 学 在 数学 中 的 统治 地 位 早已 不 复 存在 . 但 直到 今天 , 它 仍然 是 
许多 数学 新 思想 的 摇篮 . 它 为 抽象 的 数学 概念 提供 直观 图 景 ,为 各 种 复杂 的 
数量 关系 提供 表演 舞台 , 且 继 续 充当 数学 与 物理 的 中 介 . 更 值得 注意 的 是 , 几 
何 学 自身 在 不 断 脱胎 换 骨 地 变革 ,与 整个 数学 同步 发 展 ,从 而 能 够 始终 与 其 他 
数学 分 支 密 不 可 分 地 融合 在 一 起 ,保持 着 自己 的 基础 数学 学 科 的 地 位 . 


(二 ) 非 欧 几 何 的 诞生 


几何 学 中 的 一 次 重大 变革 起 因 于 《几何 原本 ) 的 第 五 公设 : 

同一 平面 内 , 若 一 直线 与 两 直线 相交 , 且 在 某 一 侧 所 交 两 内 角 之 和 小 于 两 
直角 , 则 两 直线 无 限 延 长 后 必 在 这 一 侧 相交 

与 其 他 公理 ,公设 相 比 ,第 五 公设 的 表述 欠 简 洁 . 说 它 “不 证 自明 ”, 有 些 
勉强 .《 儿 何 原本 ) 中 直到 第 29 个 命题 才 首次 用 到 它 . 可 以 推测 , 欧 几 里 得 先 
是 想 把 它 证 出 来 ,不 成 , 才 不 得 已 将 它 列 为 公设 . 

这 一 公设 现 被 称 为 平行 公理 ”, 是 因 它 等 价 于 命题 : 

平面 上 过 直线 外 一 点 至 多 引 一 条 直线 与 原 直线 平行 . 

深思 熟 虑 的 欧 几 里 得 没有 采用 更 简洁 ,更 可 信和 的 方式 给 出 第 五 公设 ,除去 
想 尽量 回避 无 限 之 外 ,可 能 的 原因 之 一 ,似乎 是 他 有 意 提请 后 人 注意 :第 五 公 
设 可 否 省 去 ?可 否 用 其 他 九条 公理 与 公设 把 它 证 明 出 来 ? 

果然 ,在 此 后 长 达 两 千 多 年 的 时 间 内 ,不 计 其 数 知名 或 不 知名 学 者 用 大 量 
精力 ,采用 不 同方 式 尝试 证 明 第 五 公设 ,有 人 甚至 为 此 献 出 终生 . 直到 19 世 
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纪 , 才 有 人 终于 被 迫 相信 ,所 有 这 种 努力 都 是 徒劳 的 ; 欧 几 里 得 第 五 公设 不 能 
从 十 条 公理 与 公设 中 的 其 他 九条 证 出 来 , 它 是 完全 独立 的 ;车 用 平行 公理 的 否 
定 命题 来 代替 欧 几 里 得 第 五 公设 , 即 假定 : 

平面 上 过 直线 外 一 点 至 少 可 引 两 条 直线 与 原 直线 平行 ， 
则 可 以 平行 地 建立 起 一 种 几何 理论 ,这 种 新 理论 与 欧 几 里 得 的 理论 一 样 ,在 逻 
辑 上 也 是 合理 的 . 

这 样 ,一 种 新 型 几何 学 一 一 非 欧 几 几何 学 诞生 了 . 

上 述 非 欧 几何 常 被 称 为 罗 巴 契 夫 斯 基 几 何 . 这 种 新 几何 的 建立 主要 归功 
于 俄国 数学 家 罗 巴 契 夫 斯 基 (N.I.Lobachevsky,1793 一 1856 ,成 果 公布 ,发表 
于 1826 一 1830 年 ) .匈牙利 数学 家 鲍 耶 ((].Bolyai,1802 一 1860, 成 果 发 表 于 
1932 年 ) 和 高 斯 (G.F.Gauss,1777 一 1855 ,更 早 得 到 成 果 , 但 未 公开 发 表 ). 在 
他 们 之 前 还 有 数位 学 者 已 接近 这 一 成 果 . 

新 几何 学 诞生 之 初 ,并 未 立即 被 普遍 接受 . 它 的 许多 结论 与 常识 相悖 ,如 
“三 角形 内 角 和 小 于 180"”,“ 不 存在 矩形 " ,等 等 . 要 更 多 人 相信 这 种 奇特 理论 
的 合理 性 ,必须 等 待 关 于 合理 性 的 严格 证 明 . 

1870 年 ,德国 数学 家 克 莱 因 (C.F.Klein,1849 一 1925) 用 给 新 理论 建立 模 
型 的 方法 证 明了 上 述 几 何 相对 于 欧 几 里 得 几何 的 无 矛盾 性 ( 即 : 如 果 欧 几 里 得 
几何 是 无 矛盾 的 ,那么 新 几何 也 是 无 矛盾 的 ). 具体 做 法 是 :在 欧 几 里 得 平面 
的 一 个 圆 内 ,把 不 带 端点 的 弦 叫 做 “直线 " ,点 仍 叫做 “点 ", 然 后 用 适当 方式 重 
新 定义 “移动 ", 使 得 “线段 的 相等 "与 “ 角 的 相等 "有 了 新 的 意义 . 可 以 逐一 验 
证 新 几何 的 每 个 公理 (进而 知 每 个 定理 ) 都 对 应 于 圆 内 欧 几 里 得 几何 相应 的 一 
个 真 命题 ,从 而 知道 新 几何 理论 是 无 矛盾 的 ,除非 欧 几 里 得 几何 本 身 原先 就 有 
矛盾 ;至 此 , 才 证 明了 新 几何 理论 是 逻辑 上 合理 的 . 

1854 年 德国 数学 家 黎 曼 (G.F.B.Riemann,1826 一 1866) 提 出 了 另外 一 种 
非 欧 几何 , 它 具 有 更 为 奇特 的 性 质 ,如 “直线 无 界 但 非 无 限 长 "(这 与 欧 几 里 得 
第 二 公设 矛盾 ), “平行 线 根本 不 存在 ”,“ 三 角形 内 角 之 和 大 于 180” ,等 等 . 这 
种 几何 也 有 一 个 模型 :三 维 欧 几 里 得 空间 里 的 球面 (把 球面 上 的 大 圆 看 作 “ 直 
线 ", 对 径 点 看 成 同一 点 ) ,从 而 也 具有 相对 于 欧 几 里 得 几何 的 无 矛盾 性 . 

于 是 我 们 有 了 三 种 几何 : 欧 几 里 得 的 , 罗 巴 契 夫 斯 基 的 与 黎 曼 的 几何 . 他 
们 被 分 别称 为 抛物 几何 , 双 曲 几何 与 椭 贺 几何 . 就 这 样 ,19 世纪 几何 出 现 了 
多 元 化 . 
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(三 ) 非 欧 几何 引起 的 思考 


(1) 哪 一 种 几何 是 正确 的 ? 

在 非 欧 几何 诞生 之 后 的 很 长 一 段 时 间 内 , 绝 大 多 数 数学 家 还 都 相信 惟有 
欧 几 里 得 几何 才 是 正确 的 . 19 世纪 初叶 的 欧洲 ,哲学 上 占 统治 地 位 的 是 康德 
(EE.Kant,1724 一 1804) 的 先 验 哲学 . 在 康德 的 理论 中 , 欧 几 里 得 的 几何 公设 是 
与 人 类 经 验 无 关 的 “ 先 验 知识 " ,是 普遍 必然 和 绝对 不 变 的 . 当时 ,“ 谁 要 是 持 
相反 的 观点 ,就 会 被 视 为 狂人 "”[291. 在 这 种 环境 中 ,高 斯 未 敢 公 开发 表 他 的 具 
有 革命 性 的 研究 成 果 . 

但 是 高 斯 ,还 有 罗 巴 契 夫 斯 基 与 黎 曼 ,他 们 都 相信 新 几何 学 不 但 在 逻辑 上 
是 合理 的 ,在 物理 上 也 会 是 合理 的 ;新 几何 理论 与 现实 物理 空间 的 关系 要 靠 实 
验 来 确定 ,而 不 是 先 验 的 . 为 此 ,高 斯 与 罗 巴 契 夫 斯 基 还 分 别 进 行 了 实际 观 
测 . 

不 久 非 欧 几何 的 客观 真理 性 便 被 物理 的 发 现 证 实 . 人 们 最 终 承 认 , 欧 氏 几 
何 作为 非 欧 几 何 的 极限 情形 只 不 过 在 一 定 范围 内 才 近 似 正 确 . 这 一 现象 有 时 
被 说 成 是 “真理 丧失 "或 “确定 性 丧失 ”事实 上 ,丧失 的 不 是 真理 ,而 是 真理 的 

(2) 欧 氏 几何 的 基础 

对 《几何 原本 》 第 五 公设 长 达 两 千 余 年 的 研究 ,导致 产生 了 非 欧 几何 同 
时 ,在 这 一 研究 过 程 中 ,人 们 也 用 更 严格 的 眼光 审视 了 欧 氏 几何 自身 的 演绎 体 
系 , 发 现 它 馆 辑 上 的 漏洞 很 多 .如何 使 欧 氏 几何 更 加 完善 ,引出 了 大 量 的 
研究 . 

德国 数学 家 希 尔 伯 特 (D.Hilbert,1864 一 1943) 经 研究 整理 ,于 1899 年 出 
版 了 《几何 基础 ) 一 书 (后 多 次 修改 ) ,得 到 欧 氏 几何 的 一 个 近代 公理 系统 . 该 
系统 包括 一 些 不 加 定义 的 原始 概念 ,其 中 有 3 个 基本 元 素 ( 点 、 线 .平面 ) 及 几 
个 基本 关系 (“在 之 间 ”,“ 合 同 (相等 ) 于 "等 ); 这 些 元 素 与 
关系 满足 5 组 公理 (结合 公理 .顺序 公理 ,合同 公理 ,平行 公理 及 连续 公理 , 共 
20 条 ). 

关于 这 个 公理 系统 ,首要 问题 是 : 它 是 否 无 矛盾 ? 

希 尔 伯 特 (对 平面 几何 ) 是 这 样 做 的 :把 点 视 为 实数 对 (zz,y); 把 线 视 为 有 
序 实数 比 <:6:c( 其 中 a 与 5 不 全 为 0);“ 点 (x,y) 在 直线 a:6:c 上 " 指 “az 
+by+c=0 成 立 ”; 线 段 相 等 与 角 相等 可 用 解析 几何 的 通常 方法 来 确定 . 这 
样 ,每 个 平面 几何 命题 都 可 转化 为 某 个 代数 结论 . 

可 以 看 出 ,上 述 做 法 是 用 解析 几何 方法 把 欧 氏 几何 解释 为 实数 理论 . 得 
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出 的 结论 是 :如 果实 数理 论 无 矛盾 ,那么 欧 氏 几何 也 无 矛盾 ,因为 几何 中 的 矛 
盾 必 对 应 于 代数 中 的 矛盾 . 这 就 建立 了 欧 氏 几何 相对 于 实数 理论 的 无 矛盾 
性 . 

平行 公理 的 研究 使 人 察觉 :自古 希腊 时 期 ,人 们 就 常常 不 自觉 地 在 几何 中 
过 多 地 依赖 直观 ,把 一 些 看 似 可 信 的 直观 事实 的 和 进 演绎 证 明 中 去 ,这 时 ,一 
种 不 安全 感 出 现 了 . 究竟 什么 是 几何 学 可 以 信赖 的 基础 呢 ? 希 尔 伯 特 的 工作 
使 人 看 到 , 欧 氏 几何 的 基础 是 实数 理论 . 

希 尔 伯 特 的 公理 方法 在 向 形式 化 方向 演进 . 该 公理 系统 中 ,基本 概念 没 
有 规定 ,没有 特定 的 含义 ,允许 对 它们 作 不 同 解释 . 希 尔 伯 特 曾 形象 比喻 :“ 我 
们 必须 能 够 不 用 “点 、 线 、 面 ' ,而 说 桌子 椅子、 酒杯 '.“" 基 本 对 象 之 间 的 关系 
是 由 该 系统 中 的 公理 规定 的 . 推理 过 程 中 ,一 切 与 推理 无 必然 联系 的 内 容 都 
被 弃 之 一 旁 这 样 做 ,使 人 们 在 思维 过 程 中 ,一 边 可 以 求助 于 直观 ,同时 又 可 
以 摆脱 由 直观 可 能 引起 的 误导 . 当然 ,形式 化 的 意义 远 不 止 于 此 (本 书后 面 还 
要 讨论 ). 

形式 化 的 系统 中 ,基本 对 象 间 的 关系 是 抽象 的 ,但 不 是 没有 实际 意义 的 . 
实际 上 ,这 种 抽象 的 关系 是 对 现实 对 象 之 间 某 种 关系 的 提取 . 毫 无 实际 意义 
的 纯 形式 符号 游戏 不 会 有 任何 生命 力 ;如 果 在 数学 中 出 现 ,是 会 被 淘汰 的 . 

(3) 相对 无 矛 质 性 证 明 方法 的 逻辑 意义 

人 们 在 非 欧 几 何 领域 所 作 的 长 期 顽强 的 努力 在 给 几何 学 自身 带 来 重大 变 
革 的 同时 ,也 促进 了 数学 中 所 使 用 的 逻辑 方法 的 创新 . 这 种 创新 ,除了 上 面 所 
谈 到 的 公理 方法 向 形式 化 方向 迈进 这 一 点 外 ,还 表现 在 模型 方法 的 使 用 . 

从 形式 上 看 , 非 欧 几 何 与 欧 氏 几何 是 直接 互相 对 立 的 ,但 同时 它们 却 都 是 
合理 的 理论 . 前 面 我 们 已 介绍 了 这 种 现象 的 逻辑 解释 ~ 一 用 建立 模型 的 方法 
可 将 非 欧 几何 转化 为 适当 范围 的 欧 氏 几何 ,从 而 证 明了 非 欧 几何 相对 于 欧 氏 
几何 的 无 矛盾 性 . 后 来 , 希 尔 伯 特 也 用 建立 模型 的 方法 将 欧 氏 几何 理论 转化 
为 代数 ,从 而 证 明了 欧 氏 几何 相对 于 实数 理论 的 无 矛盾 性 . 

模型 方法 不 同 于 数学 中 传统 的 逻辑 思维 ,对 逻辑 本 身 产生 了 有 深远 意义 
的 影响 . 20 世纪 ,数理 逻辑 逐渐 形成 了 一 个 重要 分 支 一 一 模型 论 - 


(四 ) 非 欧 几何 之 树 开 出 的 绚丽 花朵 一 一 黎 曼 几何 


德国 数学 家 黎 曼 (G.F.B.Riemann,1826 一 1866) 是 人 类 历史 上 少数 几 位 
最 受 尊 敬 的 数学 家 之 一 . 在 那 贫 病 相 随 的 短暂 一 生 中 ,他 竟然 在 当时 数学 的 
几乎 所 有 重要 分 支 前 沿 都 作出 了 杰出 的 、 开 拓 性 的 重大 贡献 , 令 人 惊叹 .贡献 
之 一 , 便 是 1854 年 诞生 的 黎 曼 几何 . 
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黎 曼 从 高 斯 关于 曲面 的 研究 成 果 出 发 ,将 曲面 概念 推广 到 任意 维 数 的 可 
局 部 欧 几 里 得 化 的 空间 ,在 此 基础 上 展开 他 的 几何 理论 . 他 的 思想 和 方法 开 
创 了 几何 学 的 纪元 ,让 几何 学 得 到 一 次 解放 . 从 此 ,几何 学 从 三 维 物理 空间 走 
出 来 ,后 经 众多 几何 学 家 的 努力 ,演化 成 现代 几何 ,并 与 其 他 数学 分 支 在 更 高 
层次 上 融合 . 记 缠 在 一 起 . 

当今 现代 几何 的 演化 发 展 ,一 方面 ,通过 现实 物理 空间 这 一 中 介 使 数学 各 
分 支 不 但 与 几何 ,而 且 也 与 物理 紧密 结合 而 无 法 分 离 ; 另 一 方面 ,几何 自己 的 
研究 对 象 更 加 扩张 ,几乎 渗透 到 数学 王国 的 每 个 角落 . 陈省身 先生 说 :“ 将 来 
数学 研究 的 对 象 , 必 然 是 流 形 B0”. 


1.2 附 2 虚数 是 怎样 进入 数学 的 ? 


人 们 常 简单 地 说 :为 了 使 方程 z?+1=0 有 解 , 就 把 数 系 扩大 ,引入 虚数 
i=V 一 1, 对 此 立即 要 问 :为 什么 要 去 解 这 个 看 去 毫 巨 实际 意义 的 方程 ? 

事实 上 ,回顾 历史 可 以 知道 ,人 们 接触 虚数 .复数 ,是 解 三 次 方程 的 需要 ， 
是 迫不得已 . 而 求解 三 次 代数 方程 , 则 是 社会 实践 的 需要 ,例如 涉及 体积 计算 
的 实际 问题 就 常 要 求解 三 次 方程 . 

两 千 多 年 前 ,人 们 已 经 有 了 解 二 次 代数 方程 的 算法 . 每 当 遇 到 负数 开 方 ， 
便 弃 之 不 理 ,并 说 问题 无 解 . 但 求解 三 次 方程 , 则 情况 不 同 . 那 是 在 文艺 复兴 
时 期 的 意大利 ,在 激烈 的 竞争 中 ,经 过 智力 拼搏 ,人 们 发 现 了 三 次 方程 的 一 般 
解法 (这 是 人 类 16 世纪 最 大 的 数学 成 就 ). 发 现 一 般 解法 的 经 过 大 致 如 下 . 数 
学 家 菲 尔 洛 (S.del Ferro,1465 一 1526) 在 阿拉 伯 数 学 家 海牙 姆 (O.Khayyam， 
约 1048 一 1122) 早 先 的 几何 方法 的 基础 上 得 到 了 一 种 算法 30 . 按 当时 的 保密 
风气 ,他 没有 发 表 他 的 算法 ,他 将 方法 秘 传 给 学 生 , 由 学 生 向 宣称 会 解 三 次 方 
程 的 数学 家 塔 尔 塔 里 亚 (N.Tartaglia,1499 一 1557) 提 出 挑战 . 后 者 苦 苦 思索 
之 后 ,起 而 应 战 . 激烈 的 擂台 竞争 塔 尔 塔 里 亚 全 胜 . 塔 尔 塔 里 亚 的 解法 后 来 
由 数学 教授 ,医生 卡尔 丹 诺 (G.Cardano,1501 一 1576) 于 1545 年 发 表 . 现 将 经 
数学 家 邦 别 利 (R.Bombelli,1526 一 1572) 于 1572 年 作 了 重要 补充 的 完整 求 根 
公式 (被 称 作 Cardano 公式 ) 写 出 如 下 . 

三 次 方程 x+ ar2z+ br +c=0 的 三 个 根 : 


其 中 
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36-a 2a3 - 9ab + 27c 
p 3 27 
-1+V-3 -1-v-3 

wi = 7 ， w2 = 2 


我 们 知道 ,三 次 方程 可 能 有 三 个 实 根 . 在 用 Cardano 公式 求 根 的 过 程 中 ， 
要 遇见 负数 开 方 . 敢于 对 负数 开 方 ,运算 到 底 ,才能 求 出 所 需要 的 全 部 实 根 . 
(至 少 有 一 个 实 根 !) 下 面 的 例子 便 能 说 明 这 一 点 . 
例 按 Cardano 公式 ,方程 zx3- 15z -4=0 的 三 个 根 : 
i +2 = VariTi+t Vim 
=YQ+r HV =2+it+2-i=4, 


z2=(2+1) 二 于， (2- D -1-2-5, 
x3 =(2+ 间 二 3 
记者 末 六 芭 皇 用 (Cdn 二 证 而 本 iTs 6 六 二 
根 . 答案 是 1,2,3. 


现在 我 们 看 到 ,为 了 求 出 各 种 情形 三 次 方程 的 实 根 ,人 们 被 迫 接受 对 负数 
的 开 方 运算 . 可 以 得 出 结论 :让 虚数 、 复 数 进入 数学 ,并 非 个 人 行为 ,而 是 众多 
数学 家 长 期 奋斗 的 结果 ,是 不 得 已 才 这 样 做 的 . 归根 到 底 , 是 社会 实践 的 需 
要 . 

“虚数 "名 称 是 简 卡 儿 首先 创 用 的 (记号 i 则 由 欧 拉 最 先 引进 ). 很 长 时 间 
内 ,虚数 究竟 是 何 物 ,人 们 并 不 清楚 ;只 是 当 作 必 要 工具 对 它们 进行 形式 计算 . 
1833 年 ,爱尔兰 数学 家 、 物 理学 家 哈密 顿 (W.R.Hamilton,1805 一 1865) 把 复 
数 视 为 实数 有 序 对 ,把 复数 运算 与 实数 对 的 运算 对 应 . 这 样 , 复 代数 事实 上 不 
过 是 “实数 对 "代数 , 即 几何 上 的 向 量 代数 ( 稍 早 由 高 斯 等 人 从 几何 上 给 予 解 
释 ). 至 此 我 们 认识 到 ,复数 之 间 的 任何 确定 的 关系 实际 上 都 是 实数 之 间 内 在 
的 (比较 复杂 的 ) 关 系 的 表现 ,而 不 是 什么 神秘 的 东西 . 同时 也 看 到 ,虚数 、 复 
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数 并 不 是 没有 内 容 的 纯 形式 数学 对 象 ,只 不 过 人 们 在 一 段 时 间 内 没有 认识 到 
其 中 的 内 容 罢了 . 

哈密 顿 没有 止步 . 经 过 10 多 年 探索 ,在 舍弃 了 乘法 交换 律 之 后 ,他 从 复 
数 走 到 四 元 数 . 几乎 同时 ,德国 数学 家 格拉 斯 曼 (H.G.Grassmann, 1809 一 
1877) 独 立 研究 超 复数 ,于 1845 年 发 表 ( 多 元 数理 论 》. 

在 拉 格 朗 日 等 人 工作 的 基础 上 ,两 位 年 轻 的 数学 天 才 , 挪 威 的 阿 贝 耳 
(N.H.Abel,1802 一 1829) 与 法 国 的 伽 罗 瓦 (E.Galois,,1811 一 1832) 对 高 次 方 
程 的 研究 做 出 重要 贡献 ,致使 代数 开 出 了 另 -- 打 智慧 花 群 论 . 代数 学 在 
19 世纪 里 从 方程 论 一 步 一 步 走 出 来 ,到 了 20 世纪 , 则 已 发 展 成 研究 一 般 运 算 
的 具有 复杂 ,抽象 结构 的 高 层 建 筑 . 


1.2 附 3 皮 亚 诺 算 术 的 适当 展开 


皮 亚 诺 自 然 数 理论 是 分 析 数 学 的 基础 . 为 了 理解 这 一 点 ,下 面 让 我 们 由 
Peano 公理 出 发 适当 走 一 段 路 程 . 在 这 之 前 ,除了 日 常 逻辑 (包括 集 的 直觉 概 
念 ) ,让 我 们 暂且 “忘掉 "全 部 数学 知识 . (人生 识字 糊涂 始 . 为 什么 1+1=2?) 

可 以 下 这 样 的 定义 :满足 下 面 五 条 公理 (Peano 公理 ) 的 集 N 叫做 自然 数 
集 ,N 的 元 素 叫 做 自然 数 . 

PAl. 0€EN. 

PA2. 若 zEN, 则 x 有 且 仅 有 一 个 后 继 x“EN-. 

PA3. 对 任 一 EN, 几 有 上 天 0. 

PA4. 对 任意 zx,yEN, 若 工 赤 y, 则 六 天 y 

PA5. (归纳 公理 ) 设 MCN. 若 0E M, 且 每 当 rE M 时 也 有 x EM, 则 
M=N. 

通常 ,归纳 公理 被 用 来 证 明 关 于 自然 数 的 全 称 命题 :“ 对 所 有 自然 数 n， 
p(n) 成 立 ”. 为 证 明 这 种 全 称 命题 ,要 且 只 要 证 明 两 件 事 : 

1” p(0) 成 立 ; 

2 每 当 p(n) 成 立时 ,p(n') 也 成 立 . 

事实 上 ,如 设 M= lzENIp(z)ECCN), 则 由 1 与 2 知 M 满足 PA5 的 
前 提 条 件 ( 即 0E M 且 当 zrE M 时 也 有 x E M), 故 由 PAS 得 出 结论 M =N， 
即 该 全 称 命题 得 到 证 明 . 

直观 上 可 以 看 出 ,Peano 公理 中 的 任 一 条 都 不 能 省 去 ,否则 自然 数 集 N 就 
不 会 有 下 面 的 形象 : 


0, 0 0°( 即 (0)’), 0 ,. 
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思考 题 1 如 果 缺 少 Peano 公理 的 某 一 条 ,那么 自然 数 全 N 可 能 会 有 什 


么 样 的 形象 ? 
思考 题 2 5 条 Peano 公理 够 不 够 ? 换 句 话 问 :Peano 公理 所 定义 的 自然 
数 集 N 是 否 惟一 ? 


Peano 公理 中 ,0 与 后 继 作为 两 个 起 始 概 念 没 有 定义 . 往 下 ,每 遇见 新 概 
念 都 须 给 出 定义 . 

本 节 中 如 不 说 明 , 字 母 x ,y,z,u,v 等 皆 指 自然 数 . 

定理 1 zx“ 天 z. 

证 令 M=|zEN|lz' 天 zl 

1 由 PAL,OEN; 由 PA3,0' 天 0, 故 0E M. 

2” xzEM 一 rzrEN 且 Z 天 z(M 的 定义 ) 

过 x EN( 由 PA2),(zx')' 隆 zx“( 由 PA4) 
一 EM. 

由 以 上 两 点 及 PAS 得 M=N, 即 任 一 自然 数 z 骨 有 <z 夫 z. 0 

定理 2 z 天 0, 则 惟一 存在 y 使 y =xz. (每 个 非 0 自然 数 都 有 自己 惟一 
的 “前 邻 ”. ) 

证 惟一 性 直接 可 得 :由 PA4, 若 y = 工 且 = =z, 则 y=z. 

为 证 存在 性 , 令 M= |0HUizENI 存 在 > 使 y=zl. 首先 ,0E M; 再 假 
设 rcEM, 显 然 有 x € M(x 的 前 邻 就 是 x: 令 y=x, 则 y =x'). 由 PA5 得 
M=N. 0 

作为 一 种 特殊 的 二 元 运算 ,现在 来 定义 加 法 . 

定义 1 自然 数 加 法 ,用 符号 + 表示 , 指 具 有 下 面 性 质 ( * ) 的 运算 : 

z+0=zx, (xy 
Zz+y =(z+y) .二 式 要 求 对 任意 自然 数 x 和 y 都 成 立 ，) 

仔细 观察 ,发 现 定 义 1 并 未 直接 完整 地 规定 xz + y 是 什么 . 性 质 ( * ) 的 
第 二 式 只 指出 z + y 依赖 于 z+ y. 加 法 定义 的 合理 性 尚 需 证 明 , 即 尚 需 证 明 
定义 1 中 的 加 法 这 个 二 元 运算 是 可 以 实现 的 . 具体 地 说 ,要 证 明 对 任意 自然 
数 zx 和?y, 可 以 规定 一 个 自然 数 z + y, 使 这 种 规定 符合 定义 1 中 的 性 质 ( * ). 
(下 面 定理 3 的 证 明 如 感到 困难 ,可 暂时 放 过 ,后 面 3.6.2 将 回 到 这 一 点 . ) 

定理 3 定义 1 中 的 加 法 是 可 以 实现 的 , 即 存 在 一 个 二 元 运算 + 具有 性 
质 (* ). 

证 ”要 证 明 : 对 任意 zx, 可 以 对 任意 y 规定 z+ y, 使 这 种 规定 符合 性 质 
(* ).( 这 是 一 个 以 “对 任意 zx” 开头 的 全 称 命题 , 故 要 用 归纳 公理 PA5( 对 
归纳 ). ) 令 
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M =1rEN| 可 对 任意 y 规定 z + y, 使 规定 具有 性 质 ( x* )}. 
目标 :用 PAS 证 明 M =N. 
第 一 步 , 要 证 明 0E M, 即 可 对 任意 y 规定 0+ y, 使 之 具有 性 质 (* ) : 
0+0=0， 
0+y = 一 (0+y) 
事实 上 ,对 任意 ,我 们 规定 0+ y= y 便 可 . 按 此 规定 ,就 有 


0+0=0， (1) 
0+y=y, (2 
0+y = (3/ 
由 (2) 和 (3) 可 得 
0+y = (0+y). (4) 
(1) 和 (4) 合 起 来 ,说 明 x =0 时 对 任意 y 所 作 的 规定 0+ y= y 符合 性 质 ( * )， 
故 0E M. 


第 二 步 ,假设 z+ € M, 即 假设 对 任意 y 已 经 规定 好 x + y, 且 具有 性 质 
(* ): 


Z+0=z， (5) 
rty 一 (z+y) (6) 
下 面 要 证 明 rz“E M. 为 此 ,对 任意 y, 我 们 规定 
z+y=(z+y). (7) 
注意 ,在 这 个 规定 之 前 ,上 式 右 边 的 x + y 对 任意 y 已 有 规定 ,这 是 因为 已 假 
设 zE NM. 
现在 有 
z+0= (z+0)" (由 (7)) 
= 并， (由 (5)) 
z+y=(rty) (由 (7)) 
=((r+y)) (由 (6)) 
= (r+y). (由 (7)) 
这 就 证 明了 对 于 z“, 对 任意 y 所 作 的 规定 (7) 具 有 性 质 ( * ), 从 而 x EM. 上 
面 两 步 证 明 合 起 来 ,由 PA5S 知 M=N. 口 


定理 4 定义 1 中 的 加 法 是 惟一 的 . 

证 ”假设 除 + 外 另 有 加 法 ,用 四 表示 ,也 具有 性 质 ( * ). 于 是 有 
r+0= z， (1) 
r+ty= (r+y); (2) 
IO0= z， (3) 
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了 四 yy= (rOy). (4) 
下 而 证 明 对 任意 zx,y 都 有 z+y=z 引 y. 我 们 用 数学 归纳 法 的 通常 形式 
对 y 归纳 证 明 . 
y=0 时 ,对 任意 zx 有 
工 +0= 工 (由 (1)) 
= 工 由 (0. (由 (3)) 
对 ,假设 对 任意 zx 有 
z+y= 工 四 y. (5) 
对 y ,要 证 明 对 任意 x 有 x +y =z@y. 事实 上 ,对 任意 x 都 有 
r+y= (r+y) (由 (2)) 
= (zy)” (由 归纳 假设 (5)) 
= 工 四 yy. (由 (4)) 
至 此 ,归纳 证 明 完成 . 0 
规定 
1=0,2=1,3=2 
那么 有 
1l+1=1+0 =(1+0) =1 =2. 


定理 5 1° 0+y=y. 
2 zx ty=(r+y). 
证 1” 对 y 归纳 . 
y=0 时 ， 0+0=0. (用 人 性质 (* )) 
设 0+y=y, 则 
0+y = (0+y) =y. 
(前 式 用 性 质 ( * ) ,后 式 用 归纳 假设 . ) 归 纳 完成 . 
2” 对 y 归纳. 
Xx +0= x = (x +0).( 两 次 用 性 质 (* ).) 
设 r +y=《(r+y), 则 > 
r+y =(r +y) = (r+y)) = (r+y). 
(中 间 等 式 用 归纳 假设 ,首尾 等 式 用 性 质 ( * ). ) 口 
定理 6( 加 法 交换 律 ) 工 +y=y+ 工 . 
证 对 xz 归 纳 . 
z=0 时 ，0+y=y=y+0. (前 式 为 定理 5(1T) ,后 式 用 性 质 (* ). ) 
设 z+y=y+z, 则 
r+y=(z+y) =(y+r) =y+tz. 
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(前 式 为 定理 5(2") ,中 式 用 归纳 假设 ,后 式 用 性 质 ( * ). ) D 
定理 7( 加 法 结合 律 ) (rz+y)+z== 工 +(y+z). 
证 略 . 对 = 归纳. 
定理 8( 消 去 律 ) 若 zx+y= 工 +=, 则 >=z. 
( 反 设 > 天 z ,对 z 归纳 证 明 z+y 天 z+z.) 
定义 2 自然 数 乘法 ,用 .表示 , 指 具 有 下 面 性 质 的 运算 : 
|z:0=0， 
[ry =xy+z. 
定理 9 定义 2 中 乘法 的 定义 是 合理 的 :可 以 惟一 地 实现 . 
定理 9 的 证 明 类 似 于 定理 3 和 定理 4. 为 证 明定 义 2 中 乘法 的 存在 性 ,要 
对 z 归纳 证 明 全 称 命题 :对 任意 zx, 可 对 任意 y 规定 +*y 使 之 具有 定义 2 中 
所 要 求 的 性 质 . 
定理 10 1 0'y=0， 
2” zy=zcy+y. (对 ?归纳 ) 
定理 11( 乘 法 交换 律 ) z'y=y"z.( 对 归纳 . ) 
定理 12( 分 配 律 ) x*(y+z)=x'y+x*z.( 对 x 归纳, ) 
定理 13( 乘 法 结合 律 ) (zy)*z=zx*(y*z).( 对 zz 归纳. ) 
下 面 建立 自然 数 的 序 的 概念 . 
定义 3( 自 然 数 的 序 ) x 小 丁 或 等 于 y( 或 说 y 大 于 或 等 于 zx), 用 xz 志 y 
(或 y 三 x ) 表 示 , 指 存在 wu 使 + + w=y. 
工 小 于 y( 或 说 y 大 于 zx), 用 x<y( 或 +>y) 表 示 , 指 z 委 > 且 z 天 >, 即 
存在 wu 关 0 使 t+u=y. 
定理 14( 反 自 反 性 ) zz. 
证 反 设 zx<z, 则 xz<zr 且 rzzxr, 这 与 = 工 矛 盾 . 0 
定理 15( 可 递 性 ) 若 z<y 且 y<z, 则 zx<z. 
证 由 已 知 ,有 w 隆 0,v 关 0 使 ++u=y,y+v=z. 由 定理 2, 可 设 v= 
t+. 于 是 
rx+(u+v)= (r+tu)tv=y+v= >， 
ut+v=utt =(u+t) 0 (用 7 PA3). 
至 此 得 + 之 <. 0 
定理 16( 可 比 性 ) x 过 y 与 y<r 二 者 必 居 其 一 - 
证 对 xz 归纳 . 
=0 时 ,0 过 y( 因 0+y=y). 
设 z 与 任何 y 都 可 比 : x 三 y 或 y<r. 
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当 y<z 时 , 设 ytu= 工 , 则 y+u =(y+u) = 工 , 这 说 明 ys<z 
当 z<y 时 , 设 z+xw=y- 此 时 有 以 下 两 种 情形 . 
情形 1, 车 w=0, 即 z=y, 则 z=y =(y+0) =y+0 ,此 时 > 和 <z 
情形 2, 若 w 关 0, 由 定理 2, 可 设 w=wv .于 是 T+v =y, 且 
zi+u=(z+u) =zr+v =y, 此 时 zy. 
总 之 ,zx 也 与 任何 y 都 可 比 : z 过 y 或 y<zx'. 归纳 完成 . 0 
由 定理 16 立即 可 得 定理 17. 
定理 17( 三 分 律 ) rz<y,r=y 与 y<z 三 者 必 居 其 一 . 
定理 18 若 zx<y, 则 z“ 入 >. 
证 设 z+uw=y 且 x 天 0. 则 有 wv 使 w=w (由 定理 2). 于 是 
Xx +vu=(r+v) =r+v =r+u=y. 
这 说 明 z 过 >， 0 
定理 19(N 的 良 序 性 ) 设 LCN,L 隆 名, 则 虐 必 有 最 小 数 . 
证 作 M= {rENIz 是 L 的 下 界 |. (x 是 L 的 下 界 , 指 z 小 于 或 等 于 


L 中 的 每 个 数 . ) 下 面 证 明 MN L 关 多 . 反 设 MNL=Z. 有 以 下 推理 : 


1 0E€ M. (0 当然 是 了 上 的 下 界 . ) 
2* 设 rEM, 即 设 x 是 L 的 下 界 . 因 MNL= 名 , 故 xz&KL. 于 是 zx 小 于 


上 中 每 个 数 . 由 定理 18 即 知 xz“ 也 是 工 的 下 界 , 故 z*€M. 


由 1 与 2" 用 PA5 得 M=N, 这 与 MNL= 名 而 L 关 CD 矛 盾 . 既然 MNL 


尖 休 ,M 与 L 的 公共 元 素 即 为 L 的 最 小 数 . 0 


读者 不 妨 先 自己 用 定理 19 试 证 下 面 的 定理 20, 因 为 证 明 本 身 和 定理 19， 


20 都 重要 . 


定理 20( 强 归纳 法 或 第 二 归纳 法 ) ” 设 关于 自然 数 的 命题 p(n ) 满 足 条 


1” p(0) 成 立 ， 
2” 车 k<m 时 p(k) 都 成 立 , 则 p(m) 也 成 立 ， 


那么 对 所 有 nn, p(n) 都 成 立 . 


证 令 A=|nENIp(n) 不 成 立 |. 只 用 证 A= 名 便 可 . 
反 设 A 关 名 , 则 A 有 最 小 数 , 设 为 m. (根据 定理 19.) 于 是 : 
(1) p(m) 不 成 立 ( 因 m€ A)， 

(2) &<m 时 p(k) 都 成 立 ( 因 m 是 A 的 最 小 数 ). 


(1) 和 (2) 合 起 来 与 已 知 条件 2 矛盾- 0 


思考 题 3 定理 20 的 证 明 过 程 中 是 否 用 到 已 知 条 件 下? 
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分 析 的 算术 化 ,使 古典 数学 建筑 在 很 小 的 基底 一 一 皮 亚 诺 算术 之 上 .这 
是 数学 基础 史上 继 古 希 腊 建立 了 欧 几 里 得 几何 之 后 的 第 二 个 里 程 碑 . 但 是 ， 
人 类 数学 的 理性 思维 并 没有 就 此 停 下 脚步 . 人 们 继而 把 眼光 移 向 数学 的 更 深 
的 逻辑 基础 . 这 时 ,新 的 矛盾 接 中 而 来 . 开 初 仅 由 少数 人 燃 起 的 星星 之 火 , 迅 
速 烷 原 , 形 成 了 20 世纪 初叶 规模 空前 且 影响 深远 的 关于 数学 基础 的 学 术 运 
动 ,取得 了 一 批 划 时 代 的 数学 成 就 . 成 就 之 一 , 便 是 以 ZFC 公理 系统 为 代表 
的 集 论 的 形成 ,该 理论 成 了 现代 数学 主体 的 基础 . 这 样 ,数学 基础 史上 又 很 快 
树 起 了 新 的 里 程 碑 . 


1.3.1 康 托 尔 集 论 与 集 论 诞生 时 期 的 风暴 


集合 这 一 术语 ,数学 中 古 已 有 之 . 集 与 类 、 族 ,组 、 系 等 用 诸 类 似 , 原 是 作 
为 日 常用 语 进入 数学 的 . 特别 的 是 ,数学 中 常 要 碰 到 由 无 限 多 个 对 象 构 成 的 
集合 . 很 早 就 有 人 发 现 ,涉及 无 限 对 象 的 集 , 会 有 与 人 们 的 常识 相悖 的 事情 发 
生 . 例如 ,同心 的 大 圆 与 小 圆 二 者 周 长 不 等 但 含有 “同样 多 个 "点 (由 圆心 发 出 
的 射线 建立 了 二 圆 间 的 一 一 对 应 ). 意大利 物理 学 家 伽利略 (G.Galilei， 
1564 一 1642) 曾 在 对 无 限 进行 思考 的 过 程 中 对 下 面 的 事情 感到 困惑 : 正 整数 与 
平方 数 一 样 多 . 困惑 不 解 ,但 又 因 袭 传统 ,人 们 一 直 都 回避 对 无 限 集 的 明确 承 
认 . 

分 析 数学 是 集 论 的 摇篮 . 在 分 析 数 学 大 发 展 时 期 ,特别 是 在 分 析 算术 化 
的 进程 中 ,各 种 无 限 数 集 与 点 集 逐 渐 被 越 来 越 多 的 学 者 大 量 研究 ， 在 他 们 之 
中 , 相 比 之 下 , 康 托 尔 的 研究 最 为 全 面 ,最 为 深刻 ,最 为 彻底 . 是 康 托 尔 ,把 集 
的 一 般 概 念 从 数 集 、 点 集 及 其 他 具体 的 集中 抽象 出 来 ,创建 了 以 实 无 限 为 研究 
对 象 的 集 论 . 

康 托 尔 1845 年 出 生 于 俄国 圣彼得堡 的 一 个 丹麦 一 犹太 血统 家 庭 , 1856 
年 随 双亲 迁 到 德国 . 求学 时 ,他 因 受 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 影响 从 学 工 转 学 数学 . 
1869 年 起 长 期 任教 于 哈雷 大 学 . 

最 初 ,是 古典 分 析 中 三 角 级 数 的 精巧 理论 吸引 了 康 托 尔 . 他 在 关于 三 角 
级 数 表示 式 惟一 性 的 研究 中 精 雕 细 琢 ,结果 被 一 步 步 引 上 了 研究 无 限 集 的 道 
路 . 用 他 自己 的 话说 ,是 要 “把 无 穷 的 各 种 关系 弄 得 完全 明朗 "021. 

康 托 尔 关于 集 论 的 文章 1872 年 开始 发 表 ,1895 及 1897 年 的 著作 作 了 总 
结 . 在 这 些 著述 中 ,他 的 成 果 主要 有 : 
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(1) 通过 一 一 对 应 关系 建立 了 集 之 间 等 势 的 概念 及 基数 概念 , 莫 定 了 无 
限 集 分 类 的 基础 . 

(2) 引进 了 可 数 集 的 概念 ,证 明了 有 理 数 全 体 及 代数 数 全 体 都 是 可 数 集 . 

(3) 运用 对 角 线 方法 证 明 实数 集 是 不 可 数 集 , 从 而 间接 推导 出 超越 数 比 
代数 数 多 ,同时 也 说 明了 无 限 集 可 按 大 小 区 分 为 不 同 的 类 . 

(4) 证 明了 维 空间 与 一 维 直线 之 间 存 在 一 一 对 应 . 

(5) 系统 研究 了 序数 理论 ,提出 了 良 序 原理 . 

(6) 证 明了 集 的 宕 集 ( 原 集 所 有 子 集 的 集 ) 比 原 集 有 更 大 的 基数 . 

(7) 提出 了 连续 统 假设 .( 康 托 尔 猜想 :实数 集 的 任 一 无 限 子 集 , 若 不 与 
自然 数 集 等 势 , 便 与 实数 集 等 势 . ) 

康 托 尔 关 于 无 限 集 和 超 限 数 的 革命 性 著述 遭 到 了 强大 反对 . 对 此 ,他 本 
人 事先 十 分 清楚 ,他 曾 说 :“ 我 很 了 解 ,这 样 做 , 正 使 自己 对 立 于 广泛 流传 的 关 
于 数学 无 穷 的 观点 ,也 使 自己 对 立 于 目前 流行 的 关于 数 的 性 质 的 意见 .”[33] 
很 明显 ,他 是 怀 着 极 大 勇气 公开 向 传统 观念 挑战 的 . 他 旗帜 鲜明 地 把 实 无 限 
作为 自己 的 研究 对 象 ,这 与 传统 格格 不 人 . 由 于 当时 绝 大 多 数 数学 家 都 还 是 
潜 无 限 论 者 ,所 以 康 托 尔 的 理论 不 遭 到 反对 反倒 是 奇怪 的 .“ 多 少年 里 康 托 尔 
的 名 字 就 意味 着 论战 和 对 立 . "34 有 人 攻击 他 的 工作 是 “违背 常识 "的 ,是 “ 唯 
心 主义 者 的 虚构 "0351 . 

反对 声 中 ,最 强烈 的 来 自 他 的 老师 一 一 时 任 柏林 大 学 教授 的 克 罗 内 克 . 
他 站 在 有 限 论 立场 上 ,对 康 托 尔 发 出 猛烈 粗暴 的 公开 攻击 ,长 达 10 年 之 久 , 甚 
至 称 康 托 尔 的 集 论 是 骗 人 的 鬼话 ,并 坚决 反对 他 在 柏林 大 学 任教 . 面 对 强 大 
的 传统 习惯 势力 与 繁重 的 工作 .生活 压力 , 康 托 尔 曾 一 度 精神 崩溃 (后 又 暂时 
恢复 )[36-39]. 

对 这 一 历史 场面 ,美国 数学 家 丹 齐 克 (T. Dantzig) 曾 评论 道 [41: 

康 托 尔 的 深思 热 虑 已 经 使 他 充分 坚强 ,足以 应 付 这 场 恶 战 ,因为 在 未 来 多 
年 的 时 间 内 ,他 必须 孤军 战斗 . 这 是 一 个 什么 样 的 战斗 啊 ! 在 数学 史上 从 来 
也 没有 记录 过 如 此 激烈 的 场面 . 集合 论 诞生 时 所 遇 到 的 风暴 ,表明 了 人 类 的 
激情 即 令 在 数学 这 样 抽象 的 领域 里 ,也 是 不 能 完全 消 派 干 净 的 . 

孤军 艰苦 奋战 的 康 托 尔 坚信 ,他 的 工作 经 过 一 段 时 间 ,将 被 认为 是 “简单 
的 ,合适 的 并 且 是 自然 的 "040 .他 认为 :“ 数 学 的 本 质 恰恰 在 于 它 的 自由 "1 
他 曾 用 实际 的 或 历史 上 的 例子 说 明 实 无 限 进 入 数学 是 不 可 避免 的 ,例如 :无 理 
数 的 定义 必须 以 实 无 限 为 基础 ;一切 正 整数 ,圆周 上 的 一 切 点 ,都 是 实 无 限 的 
例证 ;承认 潜 无 限 ,就 意味 着 必然 先 要 承认 一 个 固定 的 实 无 限 ,把 它 作为 潜 无 
限 这 个 变量 取 无 限 多 个 值 的 值 域 . 关于 实 无 限 ,他 曾 于 1883 年 说 :“ 我 是 经 过 
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多 年 科学 上 的 努力 和 研究 ,几乎 违背 我 的 意愿 ……, 逻 辑 地 被 迫 承 认 的 .“[43] 
康 托 尔 在 1885 年 的 一 封 信 中 列举 了 历史 上 传统 的 对 实 无 限 的 种 种 反对 
意见 之 后 ,深刻 指出 ,一 切 关于 “ 实 无 限 不 可 能 "的 所 谓 证 明 都 是 错误 的 ,原因 
在 于 [43]; 
ee 这 些 证 明 一 开始 就 期 望 那些 数 要 具有 有 穷 数 的 一 切 性 质 ,或 者 甚至 
于 把 有 穷 数 的 性 质 强加 于 无 穷 . 可 是 相反 ,这 些 无 穷 数 ,如 果 它们 能 够 以 任何 “ 
形式 被 理解 的 话 ,倒是 由 于 它们 和 有 穷 数 的 对 立 , 它 们 必须 具有 完全 新 的 数量 
特征 ,这 些 性 质 完全 依赖 于 事物 的 本 性 ,……: 而 并 非 来 自我 们 的 主观 任意 性 或 
我 们 的 偏见 . 
康 托 尔 终生 不 渝 地 捍卫 着 自己 的 思想 和 理论 . 此 外 ,在 生命 的 最 后 岁月 ， 
他 还 倾心 于 连续 统 假设 的 证 明 . 1918 年 他 在 哈雷 精神 病院 去 世 . 
集 论 诞 生 时 的 风暴 终究 过 去 . 历史 选择 了 集 论 .无 须 长 久 等 待 , 集 论 很 快 
被 数学 家 应 用 , 先 用 于 分 析 ,测度 论 及 拓扑 ,随即 爆炸 似 地 进入 几乎 所 有 的 数 
学 分 支 . 集 论 进一步 的 发 展 深刻 改变 了 数学 的 面貌 ,整个 数学 渐渐 呈现 出 在 
新 的 基础 上 形成 的 更 高 的 统一 性 :20 世纪 里 ,“ 集 论 数 学 "几乎 涵盖 了 全 部 数 
学 . 
下 面 摘录 几 位 数学 家 对 集 论 的 评价 . 
这 对 我 来 说 是 最 值得 钦佩 的 数学 理智 之 花 ,也 是 在 纯粹 理性 范畴 中 人 类 
活动 所 取得 的 最 高 成 就 之 一 . 
没有 人 能 把 我 们 从 康 托 尔 为 我 们 创造 的 乐园 中 驱逐 出 去 . 
一 一 布尔 伯 特 [入 
解决 了 先前 围绕 着 数学 无 限 的 难题 可 能 是 我 们 这 个 时 代 值得 夸耀 的 最 伟 
大 的 工作 . 
一 一 罗素 (B.Russell)[49] 
由 康 托 尔 的 工作 所 带 来 的 哲学 革命 也 许 甚至 比 数学 本 身 还 要 伟大 . 
一 一 约 代 因 (E.B.Jourdain)[45] 
康 托 尔 的 不 朽 功绩 ,在 他 敢于 向 无 穷 大 冒险 迈进 ,他 对 似是而非 之 论 \ 流 
行 的 成 见 、 哲 学 的 教条 、 以 及 最 大 数学 家 的 信念 作 了 内 外 的 斗争 ,由 此 使 他 成 
为 一 门 新 学 科 的 创造 者 ,这 门 学 科 已 在 今日 成 了 全 部 数学 的 基础 . 
一 一 柯 尔 莫 总 洛 夫 (A.H. Konmoropos)!%] 
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1.3.1 附 康 托 尔 辩 秤 录 : 
数学 的 自由 与 制约 


数学 在 其 发 展 中 是 完全 自由 的 , 它 只 受 下 述 自明 的 关注 所 制约 , 即 它 的 概 
念 婚 要 内 在 地 不 存在 矛盾 ,还 要 参 予 确定 与 此 前 形成 的 已 经 存在 着 的 和 已 被 
证 明 的 概念 之 关系 ( 夭 助 定义 贯 串 起 来 )， 特别 地 ,在 引入 新 数 时 ,数学 只 遵 
循 :在 给 出 它们 的 定义 时 使 之 具有 某 种 确定 性 ,并 且 在 某 些 情况 下 ,使 之 与 老 
数 有 某 种 关系 ,在 特定 的 场合 中 这 种 关系 一 定 会 使 它们 (新 数 和 老 数 ) 互 相 区 
别 开 来 . 只 要 一 个 数 满足 这 些 条件 , 数 学 只 能 而 且 必 须 把 它 看 作 是 存在 的 和 
实在 的 东西 .这 正 是 我 …*… 关 于 为 什么 必须 把 有 理 数 、 无 理 数 和 复数 看 作 与 
有 限 正 整数 一 样 是 实在 的 所 建议 的 理由 . 

我 相信 ,没有 必要 害怕 ,许多 人 是 害怕 ,这 些 原则 含有 对 于 科学 的 危险 . 
一 方面 ,实行 造 出 新 数 的 自由 必须 服从 所 设计 的 条 件 , 但 这 些 条 件 给 任意 性 留 
下 的 活动 空间 是 非常 小 的 . 而 且 ,每 一 数学 概念 在 其 自身 之 中 也 带 有 必要 的 
矫正 物 ; 如 果 它 没有 收获 也 不 合适 ( 它 的 无 用 很 快 就 会 表明 这 一 点 ) ,那么 它 将 
由 于 没有 成 功 而 被 丢弃 . 另 一 方面 ,在 我 看 来 ,对 于 数学 研究 工作 的 任何 多 余 
的 限制 只 会 随 之 而 带 来 更 大 的 危险 ,由 于 实际 上 并 没有 任何 理由 可 说 明 它 是 
由 科学 的 本 质 推 断 出 来 的 , 它 的 危险 就 更 大 了 ,而 数学 的 本 质 恰恰 在 于 它 的 自 
由 . 

如 果 高 斯 \ 柯 西 \ 阿 贝 耳 、 雅 可 比 、 狄 利克 雷 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 、 埃 尔 米 特 和 黎 
要 总 是 被 束缚 而 拿 他 们 的 新 想法 去 臣服 于 形而上学 的 控制 ,那么 ,我 们 今日 就 
不 可 能 为 现代 函数 论 的 雄伟 建筑 而 高 兴 , 现 代 函 数论 的 设计 和 着 立 是 完全 自 
由 的 , 毫 无 短视 的 皮 间 目的 .…… 如 果 福 克 斯 、 庞 加 革 和 其 他 许多 杰出 的 智者 被 
外 来 影响 所 包 国 和 限制 ,我 们 就 会 见 不 到 他 们 带 给 微分 方程 论 的 巨大 的 推动 ， 
还 有 ,如 果 相 英 尔 不 是 斗 胆 地 (大 有 仿效 者 ) 把 所 谓 的 “理想 " 数 引入 数论 ,我 们 
今天 也 无 从 去 美 莫 钦 佩 克 罗 内 克 和 戴 德 金 在 代数 和 算术 上 的 十 分 重要 和 杰出 
的 工作 . 。 
因此 ,如 已 说 明 的 ,数学 是 要 脱离 形而上学 的 极 村 而 完全 自由 地 发 展 …… 

录 自 康 托 尔 :《 一 般 集 合 论 基础 ),18831?1( 辩 绊 标 题 为 录 者 所 加 ，) 


1.3.2 ”和 集 论 悖 论 与 基础 危机 


分 析 的 算术 化 完成 之 后 ,人 们 欣喜 地 认为 ,数学 已 经 有 了 可 靠 的 基础 . 在 
1900 年 的 国际 数学 家 大 会 上 ,法 国 数学 家 、 物 理学 家 庞 加 莱 (].H. Poincare， 
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1854 一 1912) 断 言 :今天 分 析 领域 中 只 剩 下 了 整数 及 整数 的 有 穷 和 无 穷 系统 ， 
它们 由 相等 或 不 相等 的 关系 网 连结 着 .“ 他 进而 说 : “今天 我 们 可 以 宣称 绝对 
的 严密 已 经 实现 了 ! ”14 

庞 加 莱 的 语音 刚 落 ,歌舞 升平 的 数学 王国 在 它 的 基础 部 分 骤 起 一 场 新 的 
风暴 ,问题 出 在 当时 已 被 人 们 渐渐 接受 但 仍 存 有 争议 的 集 论 . 

什么 是 集 ? 按 康 托 尔 的 说 法 ,“ 把 人 们 直观 的 或 想象 的 一 些 确定 的 、 可 区 
分 的 对 象 汇总 在 一 起 成 一 整体 , 便 是 一 个 集 .外 康 托 尔 给 出 的 这 一 朴素 的 
集 的 概念 未 能 避免 出 现 混乱 . 如果 我 们 把 若干 集 作为 元 素 放 在 一 起 ,那么 可 
以 形成 另 一 个 集 . 试问 :把 所 有 的 集 汇 总 在 一 起 成 一 整体 ,不 也 构成 了 一 个 集 
吗 ? 设 这 个 集 是 V, 则 VE V. 当然 仅 从 这 一 点 ,表面 上 还 看 不 出 有 什么 矛 
盾 . 1897 年 ,意大利 数学 家 布 拉 里 - 弗 蒂 发 现 了 最 大 序数 悖 论 (后 被 称 为 
Burali-Forti 悖 论 ). 这 一 悖 论 康 托 尔 已 于 1895 年 发 现 并 曾 通 知 希 尔 伯 特 . 
1899 年 , 康 托 尔 又 将 他 发 现 的 最 大 基数 悖 论 写 信 告诉 了 戴 德 金 . 这 些 悖 论 并 
未 立即 引起 人 们 的 注意 ,它们 涉及 到 集 论 比较 专业 的 知识 ,似乎 是 由 于 技术 上 
考虑 不 周 而 出 点 毛病 而 已 . 

1901 年 ,罗素 在 对 “由 所 有 集 组 成 的 集 " 进 行 深入 思考 之 后 ,发 现 了 下 面 
有 名 的 悖 论 . 设 

b=| 集 alaal. 

现 问 :是 bEb, 还 是 bb? 不 论 怎么 回答 都 导致 矛盾 : 

bEb 二 bb (车 4b 为 5b 的 成 员 , 则 6b 具 有 性 质 bE€ 多 0); 

bb 过 bEb (车 6b 具有 性 质 0 纪 0, 则 0EO). 

罗素 必 论 的 上 述 表述 十 分 简单 且 明 白 无 误 ,与 在 它 前 后 陆续 发 现 的 其 他 
一 些 履 论 相 比 ,涉及 的 概念 既 简单 又 根本 ,引起 的 震动 也 最 大 . 这 一 悖 论点 燃 
了 导致 数学 基础 新 危机 的 导 火 案 . (罗素 本 人 后 来 给 这 个 迟 论 一 个 通俗 比喻: 
“理发 师 悖 论 ”. 村 里 一 位 理发 师 称 :他 要 给 且 只 给 村 里 所 有 那些 不 给 自己 理 
发 的 人 理发 . 现 问 理发 师 :给 不 给 自己 理发 ?) 

罗素 悖 论 出 现 后 , 戴 德 金立 即 推迟 印发 他 的 关于 数 与 连续 性 的 著作 第 3 
版 . 弗 雷 格 在 1902 年 给 罗素 的 回信 中 说 :“ 你 发 现 的 悖 论 引 起 我 极 大 的 震惊 ， 
因为 它 动摇 了 我 打算 建立 算术 的 基础 . “同一 年 弗 雷 格 在 一 份 书稿 的 后 记 中 
写 道 :“ 在 工作 结束 之 后 才 发 现 那 大 厦 的 基础 已 经 动 播 , 对 于 一 个 科学 工作 者 
来 说 ,没有 比 这 更 为 不 幸 的 了 . "9) 

罗素 悖 论 为 什么 会 引起 震动 ? 这 是 因为 形成 该 悖 论 所 使 用 的 方法 ,如 用 
某 条 性 质 来 定义 某 个 集合 等 方法 在 数学 中 是 很 常用 的 , 原 被 认为 是 毫 无 问题 
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的 ,现在 也 居然 被 发 现 有 问题 . 数学 所 依赖 的 基本 思维 方法 竟然 也 有 不 可 靠 
的 ,于 是 不 安全 的 阴影 又 在 数学 中 出 现 了 . 
罗素 迟 论 本 质 上 是 逻辑 的 悖 论 ,或 者 说 它 是 一 种 逻辑 数学 迟 论 .“ 一 个 悖 
论 如 此 直接 地 涉及 到 两 门 最 精确 的 科学 ,而 且 还 出 现在 如 此 基础 的 地 方 ,这 的 
确 是 从 来 没有 过 的 事情 . "(5 逻辑 只 有 磨 尖 到 一 定 程度 , 才 可 能 发 现 自身 的 
这 种 矛盾 . 
历史 上 出 现 过 的 几 次 基础 危机 都 与 无 限 .实数 等 概念 有 关 ,它们 的 最 终 解 
决 是 依赖 于 集 论 的 . 所 以 说 ,数学 基础 的 这 次 新 危机 事实 上 是 以 前 各 次 危机 
的 继续 ,其 影响 更 深 、 更 广 . 
下 面 是 20 世纪 里 对 基础 研究 作出 过 杰出 贡献 的 几 位 数学 家 对 集 论 壕 论 
与 基础 危机 的 评论 [52]， 
罗素 从 康 托 尔 的 集合 论 所 导致 的 悖 论 中 剥 去 了 一 切 数 学 上 的 技术 性 细 
节 , 从 而 揭示 了 这 样 一 个 惊人 的 事实 , 即 我 们 的 逻辑 直觉 (诸如 关于 真理 、 概 
念 、 存 在 、 集 合 等 这 样 一 些 概念 的 直觉 ) 是 自 相 了 矛 质 的. 
一 一 可 德尔 (K.Geadel) :( 罗 素 的 数理 逻辑 》 
促使 我 们 谈 及 第 三 次 基础 危机 的 , 远 远 不 只 是 悖 论 在 集合 论 基础 从 而 也 
就 是 在 分 析 中 的 出 现 , 而 主要 是 由 于 以 下 的 事实 :在 克服 悖 论 的 各 种 尝试 中 ， 
揭示 了 许多 在 最 基本 的 数学 概念 (诸如 自然 数 的 概念 ) 和 意见 上 的 深刻 的 令 人 
吃惊 的 分 歧 ， 
一 一 澡 兰 克 尔 (A. A. Fraenkel) , 巴 . 希 勒 尔 (Y.BarHillel) :《 集 论 基础 》 
必须 承认 ,在 这 些 悖 论 面前 ,我 们 目前 所 处 的 情况 是 不 能 长 期 忍受 下 去 
的 . 人 们 试想 :在 数学 这 个 号 称 可 靠 性 和 真理 性 的 模范 里 ,每 一 个 人 所 学 的 、 
教 的 和 应 用 的 那些 概念 结构 和 推理 方法 竟 会 导致 不 合理 的 结果 . 如果 甚至 于 
数学 思考 也 失灵 的 话 ,那么 应 该 到 哪里 去 寻找 可 靠 性 和 真理 性 呢 ? 
一 一 希 尔 伯 特 :《 论 无 限 》 


1.3.3 ”数学 可 否 归 为 逻辑 ? 


由 悖 论 研究 引发 的 学 术 运动 吸引 了 大 批 数学 .逻辑 与 哲学 界 的 知名 学 者 
参与 .“ 数 学 巨人 之 间 为 关于 数学 基础 的 新 数学 方法 而 爆发 了 一 场 战争 . [3] 
激烈 的 争论 中 形成 了 三 个 主要 学 派 :逻辑 主义 ,直觉 主义 与 形式 主义 - 

逻辑 主义 主张 :数学 可 以 化 为 逻辑 ,是 多 辑 的 一 个 分 支 . 他 们 认为 可 用 纯 
逻辑 概念 定义 出 数学 的 原始 概念 ,可 由 逻辑 规则 推演 出 全 部 数学 ,进而 一 举 解 
决 数学 的 可 靠 性 问题 . 

逮 辑 主义 的 主要 代表 人 物 是 德国 数学 家 、 侯 辑 学 家 弗 雷 格 (G.Frege， 
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1848 一 1925) 与 英国 哲学 家 数学 家 ,逻辑 学 家 罗素 (B.A.W.Russell, 1872 一 

1970). 1910 年 ,罗素 与 英国 哲学 家 ,数学 家 怀 德 海 (A.N.Whitehead，1861 一 

1947) 合 作 完 成 了 三 卷 本 《数学 原理 》, 系统 总 结 了 该 学 派 的 研究 成 果 , 其 中 有 

大 量 技术 性 工作 以 使 数学 “逻辑 化 ”. 后 来 他 们 又 对 该 理论 进行 多 次 修改 . 
逻辑 主义 学 派 的 目标 是 否 达 到 了 ? 

一 般 的 回答 是 否定 的 . 虽然 数学 比 其 他 科学 更 多 地 使 用 逻辑 , 且 集 论 的 
相当 一 部 分 可 化 为 逻辑 ,但 数学 实质 内 容 不 能 全 部 化 为 逻辑 ， 数 学 与 逻辑 有 
共性 , 目 相 互 交叉 .相互 渗透 ,但 本 质 上 是 不 同 的 学 科 . 逻辑 研究 人 类 思维 的 
形式 及 其 规律 ;数学 则 从 量 的 角度 观察 整个 世界 ,从 量 的 方面 研究 现实 世界 的 
运动 .变化 与 发 展 . 为 使 这 种 研究 精确 地 进行 ,数学 不 能 局 限于 有 限 , 于 是 集 
论 中 就 引入 了 一 条 不 可 缺少 的 无 限 公 理 ( 详 见 $3.6). 逻辑 主义 也 承认 无 限 
公理 的 必要 性 ,但 无 限 公理 既 不 是 任何 纯 形 式 思维 的 推论 ,也 难以 被 当 作 是 一 
条 自明 的 逻辑 公理 . 无 限 公理 的 引进 是 数学 观察 世界 的 需要 , 它 的 合理 性 最 
终 是 由 数学 与 现实 世界 的 关系 决定 的 . 

如 果 说 集 论 是 逻辑 与 数学 的 交会 处 ,那么 可 以 说 ,从 逻辑 经 集 论 走 进 数 
学 ,无 限 公理 与 数学 归纳 法 属于 数学 ,是 数学 的 大 门 . 一 般 认 为 靠 扩大 逻辑 的 
内 涵 来 断言 数学 可 全 部 划 归 逻辑 是 不 合适 的 . 这 种 划 归 没有 也 不 可 能 被 数学 
界 认可 ， 

尽管 逻辑 主义 自 定 的 目标 无 法 达到 ,但 该 学 派对 数学 基础 作出 的 贡献 是 
巨大 的 . 这 主要 表现 在 以 下 几 个 方面 . 

(1) 该 学 派对 集 论 的 研究 ,特别 是 解决 集 论 悖 论 的 研究 是 卓有成效 的 . 
他 们 的 工作 使 人 们 认识 了 集 论 作为 现代 数学 主体 的 基础 的 地 位 , 且 为 ZFC 等 
集 论 公理 系统 的 建立 莫 定 了 基础 . 

(2) 弗 雷 格 与 罗素 等 人 所 做 的 艰巨 细致 的 工作 使 形式 逻辑 实现 了 由 传统 
逻辑 到 现代 逻辑 的 转变 , 且 使 数理 轩 辑 的 基础 理论 (命题 演算 与 谓词 演算 ) 走 
向 成 熟 ， 

(3) 该 学 派 的 研究 工作 虽 未 能 使 数学 完全 逻辑 化 , 却 使 人 们 对 数学 与 逻 
辑 的 关系 有 了 较 清 晰 的 认识 ,同时 也 使 人 们 对 数学 的 严格 性 及 真理 性 等 有 关 
问题 有 了 更 深入 的 理解 . 


1.3.4 直觉 主义 简介 


站 在 与 逻辑 主义 相对 立 的 另 一 极端 的 激进 学 派 是 直觉 主义 . 它 的 代表 人 
物 是 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 (L. EE. ]. Brouwer, 1881 一 1966). 稍 后 有 德国 数学 
家 魏 尔 (C. H. H. Weyl, 1885 一 1955) 及 数学 家 海 廷 (A. Heyting) 等 加 入 . 更 
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旱 , 克 罗 内 克 与 庞 加 莱 有 类 似 主 张 ,该 学 派 认 为 ,数学 的 可 靠 基础 是 心灵 的 直 
觉 而 不 是 逻辑 ;相反 ,逻辑 倒 要 依靠 数学 ,依靠 自然 数 . 他 们 把 批判 的 矛头 主 
要 指向 传统 逻辑 的 排 中 律 ( 排 中 律 指 :每 个 命题 与 其 否定 二 者 必 有 一 真 ), 反 对 
排 中 律 在 数学 中 的 自由 使 用 ,认为 将 排 中 律 用 于 无 限 集 是 产生 悖 论 的 原因 . 
他 们 提出 的 对 排 中 律 使 用 的 限制 导致 分 析 数 学 中 不 少 重要 定理 的 证 明 都 通 不 
过 . 例如 , 波 尔 察 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (有 界 无 限 集 必 有 极限 点 ) 的 证 明 就 要 
对 无 限 集 使 用 排 中 律 . 该 定理 的 证 明 中 , 设 包含 无 限 点 集 的 闭 区 间 [a,6b] 
的 中 点 为 c ,接着 断言 以 下 两 种 情形 必 居 其 一 :或 者 左 半 区 间 [a,c] 包 含 下 中 
无 限 个 点 ;或 者 [a ,c] 不 包含 巨 中 无 限 个 点 (于 是 右 半 区 间 [c,b] 必 包含 EE 中 
无 限 个 点 ). 这 一 证 明 步 又 使 用 了 “二 择 一 "的 排 中 律 ,直觉 主义 者 反对 这 样 的 
证 明 步 又 ,他 们 认为 ,数学 可 靠 性 的 惟一 标准 是 直觉 上 的 “可 构造 性 "; 若 要 证 
明 一 个 数学 对 象 存 在 ,必须 依靠 直觉 经 有 限 步 又 把 它 构造 出 来 才 行 . 波 尔 察 
诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 关于 极限 点 存在 性 的 证 明 是 非 构 造 性 的 ,是 靠 排 中 律 来 
完成 证 明 的 ,所 以 在 直 党 主义 看 来 是 不 可 靠 的 ,无 效 的 . 直 沉 主义 的 日 号 是 :~ 
“存在 等 于 可 构造 . "关于 无 限 ,直觉 主义 坚持 潜 无 限 ,反对 实 无 限 . 另外 ,他 
们 还 反对 使 用 选择 公理 (选择 公理 指 :可 以 同时 从 非 空 集 之 族 的 每 个 成 员 集中 
选 出 一 个 代表 元 素 作为 函数 值 ,定义 出 该 集 族 上 的 一 个 “选择 函数 ") ,因为 该 
公理 断言 存在 的 选择 函数 是 非 构造 性 的 . 

直觉 主义 的 主张 导致 他 们 对 古典 数学 的 严厉 审查 批判 ,结果 是 相当 部 分 
占 典 数学 要 被 抛弃 . 按 他 们 的 标准 重建 的 数学 则 支离破碎 , 且 重 建 过 程 所 用 
的 方法 过 于 复杂 十 分 第 拙 . 事实 上 ,古典 分 析 数 学 作为 一 个 整体 已 被 人 类 实 
践 证 明 是 合理 的 . 对 古典 数学 进行 肢解 并 抛弃 它 的 一 部 分 ,是 行 不 通 的 . 关 
于 排 中 律 ,正如 希 尔 伯 特 所 说 :禁止 数学 家 使 用 排 中 律 就 像 禁止 天 文学 家 使 
用 望远镜 及 拳击 家 使 用 自己 的 拳头 一 样 "[55 .此 外 ,直觉 主义 内 部 关于 可 构造 
性 并 没有 统一 的 清晰 认识 . 上 述 种 种 原因 使 直觉 主义 的 主张 及 他 们 对 古典 数 
学 所 作 的 严厉 批判 并 没有 被 普遍 接受 . 甚至 有 些 直觉 主义 者 在 自己 的 数学 活 
动 中 也 并 不 完全 遵守 该 学 派 的 苛刻 要 求 . 前 苏联 数学 家 马 林 (Yu. I Manin) 
曾 说 :“ 现 在 ,大 多 数 数学 家 不 认为 禁止 无 穷 性 , 非 构 造 性 等 有 任何 意义 .…… 
我 们 需要 的 是 探讨 创造 性 思想 的 创造 性 方法 ,而 不 只 是 批判 性 的 东西 . "55 

直觉 主义 于 20 世纪 初 刚 出 现时 ,并 未 引起 人 们 的 重视 . 在 激烈 的 争论 
中 ,人 们 才 逐 渐 感 觉 到 这 个 学 派 的 份量 . 尽管 很 少 有 人 全 盘 接受 他 们 的 思想 
和 主张 ,但 大 家 越 来 越 关 注 并 重视 该 学 派 的 研究 成 果 . 主要 原因 如 下 . 

(1) 关于 某 种 数学 对 象 存在 性 的 一 个 定理 ,如 果 它 有 了 一 个 非 构造 的 证 
明之 后 ,又 能 找到 一 个 构造 性 证 明 , 那 无 疑 是 值得 欢迎 的 . 非 构造 性 证 明 可 能 
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简单 明了 ;而 构造 性 证 明 从 应 用 角度 往往 更 有 效 . 构造 性 数学 的 研究 成 果 使 
人 们 有 可 能 将 数学 各 部 分 依 可 靠 (或 有 效 ) 程 度 区 分 为 不 同 层次 . 

(2) 构造 性 研究 与 计算 机 理论 中 的 能 行 性 研究 有 关 . 特别 是 “实际 能 行 ” 
的 构造 性 数学 研究 对 计算 机 科学 有 重要 意义 . 

(3) 直觉 主义 的 存在 及 其 发 展 使 人 们 看 到 ,对 于 什么 是 数学 上 的 “证 明 ”， 
并 不 存在 一 个 大 家 完全 一 致 的 回答 . 这 并 非 坏事 . 对 证 明 的 不 同 理解 ,推动 
了 数学 基础 的 深入 研究 . 在 下 面 将 要 谈 到 的 希 尔 伯 特 所 规划 的 元 数学 中 , 直 
觉 主义 方法 ,如 有 限 可 构造 模式 等 被 认真 地 考虑 并 吸收 . 

(4) 直 沉 主义 关于 排 中 律 的 思考 是 一 种 思想 解放 ,是 对 亚 里 士 多 德 以 来 
的 传统 逻辑 的 一 次 冲击 . 这 促进 了 逻辑 走向 多 样 化 ,在 现代 逻辑 中 ,直觉 主 义 
逻辑 占有 重要 的 地 位 . 


1.3.5 希 尔 伯 特 规划 与 哥 德 尔 不 完备 性 定理 


解决 数学 基础 问题 的 第 三 种 方案 是 与 逻辑 主义 、 直 觉 主义 的 方案 相对 立 ， 
但 又 是 在 它们 方案 的 基础 之 上 形成 的 ,这 就 是 被 称 作 形式 主义 的 希 尔 伯 特 学 
派 的 规划 . 它 的 基本 思想 是 :试图 用 有 限 方法 解决 包含 无 限 概念 的 右 典 数学 
的 可 靠 性 ， 

希 尔 伯 特 规划 的 形成 有 一 个 过 程 . 

19 世纪 末 , 希 尔 伯 特 完成 了 把 欧 氏 几何 抽象 地 公理 化 的 任务 ,并 证 明了 
欧 氏 几何 相对 于 分 析 ( 实 数理 论 ) 的 无 矛盾 性 ( 详 见 $1.2.5). 

1900 年 , 早 在 罗素 悖 论 发 现 之 前 , 希 尔 伯 特 在 国际 数学 家 大 会 上 的 著名 
问题 表 中 就 已 经 把 算术 理论 无 矛盾 性 问题 作为 第 二 个 问题 提出 ,并 指出 该 问 
题 对 分 析 基础 的 重要 性 . 

罗素 悖 论 出 现 以 后 , 希 尔 伯 特 认识 到 :“ 想 要 避免 悖 论 , 那 就 必须 在 某 种 程 
度 上 同时 进行 对 钦 辑 和 算术 定律 的 研究 . "(%J1904 年 ,他 提出 把 数学 证 明 本 
身 作为 数学 研究 对 象 ,开始 形成 证 明 论 思想 . 此 后 十 多 年 内 ,他 以 敏锐 的 眼光 
注视 着 逻辑 主义 与 集 论 公理 化 等 方面 研究 所 取得 的 进展 ,这 些 进 展 为 证 明 论 
的 最 终 形成 准备 了 条 件 , 特 别 是 在 他 面前 已 有 了 日 渐 成 熟 的 符号 逻辑 体系 . 

作为 对 直觉 主义 向 古典 数学 挑战 的 直接 回答 , 希 尔 伯 特 在 1922 年 汉堡 的 
一 次 会 议 上 提出 了 他 的 证 明 研 究 规划 ,被 称 作 希 尔 伯 特 规划 . 按 此 规划 , 先 将 
具体 的 数学 理论 与 所 用 到 的 逻辑 同时 公理 化 ,并 形成 形式 系统 . 这 种 系统 是 
一 种 形式 语言 ,其 中 有 一 张 选 定 的 字母 表 ( 符 号 表 ), 并 规定 了 有 效 的 语法 规 
则 , 按 规则 能 在 有 限 步骤 内 机 械 地 确定 

(1) 任 一 字母 串 是 否 是 一 个 语句 (公式 ); 
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(2) 任 一 语句 是 否 是 一 条 公理 ; 

(3) 任 一 篇 该 系统 的 文章 (语句 串 ) 是 否 是 一 篇 证 明文 章 . 

有 了 数学 形式 系统 之 后 , 按 规划 接着 对 系统 进行 “元 数学 "研究 ( 即 把 整个 形式 
系统 作为 对 象 进行 数学 研究 ). 中 心 课题 是 要 证 明 系 统 的 无 矛盾 性 :系统 的 任 
一 语句 及 其 否定 二 者 不 可 能 同时 在 该 系统 中 可 证 . (后 来 还 进一步 提出 要 研 
究 系 统 的 完备 性 、 可 判定 性 等 其 他 性 质 . 完备 性 指 系统 的 任 一 语句 及 其 否定 
一 者 不 可 能 在 该 系统 中 都 不 可 证 , 可 判定 性 指 存在 有 效 方法 可 用 来 在 有 限 步 
又 内 确定 任 一 语句 是 否 在 该 系统 中 可 证 . ) 按 规划 ,很 重要 的 是 在 元 数学 的 研 
究 中 严格 坚持 有 限 性 ,不 涉及 任何 实 无 限 方法 (这 可 让 所 有 直觉 主义 者 接受 )， 
而 实 无 限 对 象 作为 "理想 元 素 " 进 入 形式 系统 中 . 

上 述 希 尔 伯 特 规划 展示 了 一 项 激动 人 心 的 事业 ,其 目标 是 "一劳永逸 地 消 
除 任何 对 数学 基础 可 靠 性 的 怀疑 "[561. 除 了 和 希 尔 伯 特 与 德国 数学 家 贝 奈 斯 
(P.1L.Bernays,1888 一 1972) ,这 项 事业 还 吸引 了 一 批 青年 数学 家 加 入 ,如 阿 克 
曼 (W.Ackermann, 1896 ~ 1962 ) 与 冯 ' 诺 伊 曼 (J.L.von Neumann, 1903 一 
1957) 等 . 一 段 时 间 内 ,他 们 的 工作 进展 顺利 . 到 了 1928 年 ,他 们 似乎 已 经 证 
明了 数论 的 无 矛盾 性 ,并 且 似 乎 离 到 达 日 的 为 期 不 远 了 . 当年 , 希 尔 伯 特 曾 自 
信 地 断言 :“ 利 用 这 种 新 的 数学 基础 一 一 人 们 完全 可 以 称 之 为 证 明理 论 ,我 将 
可 以 解决 世界 上 所 有 的 基础 性 问题 ."[571 希 尔 伯 特 不 会 想到 他 所 规划 的 目标 
是 达 椒 到 的 . 

1928 年 9 月 3 日 , 希 尔 伯 特 在 波 伦 亚 发 表 了 关于 数学 基础 的 重要 演说 ， 
在 乐观 地 宣布 (似乎 已 完成 的 ) 数 论 的 无 矛盾 性 证 明之 后 ,和 希 尔 伯 特 列 出 了 亚 
待 解决 的 四 个 问题 [5 : 

问题 1 分 析 基本 部 分 的 无 矛盾 性 . 

问题 2 把 问题 1 推广 到 高 于 二 阶 函 数 项 演算 . 

问题 3 数论 与 分 析 公 理 系统 的 完备 性 . 

问题 4 带 辑 规则 系统 ( 指 一 阶 远 辑 ) 的 完备 性 . 

非常 值得 人 们 尊敬 赞扬 的 希 尔 伯 特 ,这 位 眼光 深邃 的 伟大 数学 思想 家 ， 
是 他 ,把 数学 基础 研究 最 核心 的 问题 从 混乱 中 分 离 出 来 ,清楚 明白 地 摆 在 人 们 
面前 . 

这 时 ,青年 哥 德 尔 (K.Godel, 1906 一 1978) 出 现 了 :他 被 希 尔 伯 特 引 上 了 
风口 浪 尖 . 1929 年 ,23 岁 的 哥 德 尔 证 明了 一 阶 逻 辑 的 完备 性 ,制服 了 希 尔 伯 
特 的 上 述 问题 4. 第 二 年 ,他 接着 冲击 分 析 的 无 矛盾 证 明 ( 即 希 尔 伯 特 的 上 述 
问题 1). 开始 ,他 是 正面 攻击 .“ 令 人 惊讶 ,攻打 问题 1 的 一 半 居 然 就 引导 他 
相当 轻松 地 制服 了 前 三 个 问题 ,无 一 漏网 ,只 是 答案 统统 跟 希 尔 伯 特 的 期 望 相 
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… 整 个 这 项 触目 惊 心 的 工作 是 在 不 到 半年 时 间 内 做 的 ”[58]. 

哥 德 尔 的 这 项 工作 以 他 的 不 完备 性 定理 著称 于 世 . 这 “是 整个 数理 逻辑 
史 中 最 伟大 的 单项 工作 ”, 也 是 20 世纪 最 杰出 的 划时代 的 数学 成 就 之 
一 [38,159]. 哥 德尔 的 定理 是 他 应 用 直观 的 算术 真理 概念 :与 准确 的 形式 可 证 性 
概念 之 间 的 辩证 关系 的 一 个 宏伟 结果 . 这 种 辩证 关系 在 他 的 发 现 过 程 中 尤为 
明显 . 他 先是 看 出 算术 真理 在 算术 中 不 可 定义 ,随后 又 注意 到 形式 系统 中 的 
可 证 性 是 可 定义 的 ,这 才 造 出 一 个 在 系统 中 可 表达 但 不 可 证 的 真 命题 . 用 哥 
德尔 自己 的 话说 ， 

应 当 指 出 ,我 在 数学 形式 系统 中 构造 不 可 判定 的 数论 命题 的 助 探 原理 是 
高 度 超 穷 的 “客观 数学 真理 "概念 …… 它 同 “ 可 证 性 "概念 是 对 立 的 …… 又 是 运 
用 这 个 超 穷 概念 最 终 把 我 引 向 了 用 有 穷 主 义 手段 可 证 的 结果 ,例如 关于 一 至 
形式 系统 中 存在 不 可 判定 命题 的 那些 一 般 定理 [0]. 

哥 德 尔 不 完备 性 定理 可 简单 地 表述 如 下 :形式 算术 的 任 一 递归 扩张 如 果 
是 无 矛盾 的 ,那么 第 一 , 它 是 不 完备 的 ( 即 总 有 它 不 可 判定 语句 ); 第 二 , 它 的 无 
矛盾 性 在 它 内 部 不 可 证 .(“ 递 归 ” 意 味 着 存在 算法 可 用 来 机 械 地 确定 该 扩张 
系统 的 任 一 篇 文章 是 否 是 一 篇 证 明 . ) 

定理 第 一 部 分 的 证 明 分 很 多 层次 ( 详 见 [59] 第 3.4 章 ). 由 于 在 所 考察 的 
系统 中 可 证 性 是 可 定义 的 , 哥 德 尔 便 发 现 可 以 构造 出 一 个 语句 ,该 语句 具有 
“ 自 相关 "的 直观 涵义 :“ 我 不 可 证 ". 这 个 语句 在 该 系统 中 的 确 是 不 可 证 的 ( 否 
则 便 证 出 了 一 个 假 命题 ) ;既然 不 可 证 ,该 语句 就 是 真 的 ,从 而 它 的 否定 就 是 假 
的 ,当然 也 不 可 证 (注意 系统 假设 是 无 矛盾 的 ). 

定理 第 二 部 分 的 证 明 更 长 ,更 繁 ( 哥 德 尔 本 人 当时 只 作 了 说 明 而 并 未 作出 
证 明 ) ,但 直观 上 不 难看 到 结论 是 对 的 . 若 用 9 表示 那个 “我 不 可 证 "语句 , 则 
在 系统 内 ,yp 与 “yp 不 可 证 "等 价 . 根据 定理 第 一 部 分 , 若 “ 系 统 无 矛盾 ", 则 “gp 
不 可 证 ”. 站 在 系统 内 看 这 一 点 便 可 以 看 出 :“ 系 统 无 矛盾 "在 系统 内 不 可 证 ， 
否则 在 系统 内 便 证 明了 “g 不 可 证 ”, 也 就 证 出 了 gp. (这 一 部 分 的 完整 证 明 是 
由 希 尔 伯 特 与 贝 奈 斯 在 1939 年 完成 的 . ) 

哥 德 尔 的 定理 否定 了 希 尔 伯 特 规划 的 目标 ,从 数学 上 证 明了 和 希 尔 伯 特 学 
派 原来 意义 下 的 目标 是 达 不 到 的 . 想 要 证 明 一 个 形式 数学 系统 的 无 矛盾 性 ， 
采用 的 “元 系统 "一 定 要 更 加 丰富 才 行 . 这 样 一 来 ,元 系统 的 可 靠 性 变 得 更 难 
以 确定 . 我 们 看 到 ,用 纯 数学 方法 一 劳 永 逸 地 解决 数学 的 可 靠 基 础 问题 ,不 是 
人 们 所 应 追求 的 现实 目标 . 事实 上 ,人们 从 此 一 般 不 再 按照 形式 主义 .逻辑 主 
义 或 直觉 主义 的 方案 去 论证 数学 的 可 靠 性 ,而 是 更 加 面 对 现实 ,承认 经 人 类 实 
践 考验 过 的 全 部 十 典 数学 ,承认 成 功 地 避免 了 已 知 悖 论 的 集 论 系 统 .从 这 个 
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意义 上 说 , 哥 德 尔 定理 了 结 了 三 个 学 派 之 间 的 争论 ,或 者 说 ,使 原来 的 一 些 争 
论 失 去 了 重要 性 . 在 那 短 暂 的 时 间 内 ,人 类 数学 思想 经 历 了 剧烈 的 变动 . 冯 ， 
诺 伊 曼 说 ;这 发 生 在 我 们 自身 的 时 代 , 我 蜥 愧 地 知道 自己 关于 绝对 的 数学 真 
理性 看 法 ,在 这 一 时 期 是 怎样 容易 地 改变 的 ,并 且 是 怎样 相继 地 改变 了 三 次 
的 ."[60 

希 尔 伯 特 规划 虽然 没有 成 功 , 但 如 我 们 见 到 的 , 它 极 大 地 推动 了 数学 基础 
的 深入 研究 ,产生 了 像 哥 德 尔 不 完备 性 定理 这 样 的 重大 成 就 . 此 外 ,规划 创造 
了 形式 化 的 研究 方法 ,使 数学 的 公理 方法 发 展 到 新 阶段 . 这 种 方法 为 数学 的 
创造 活动 提供 了 更 大 的 自由 空间 . 从 许多 具有 相同 数学 结构 的 具体 数学 对 象 
中 抽象 出 一 般 性 质 ,然后 用 形式 语言 表达 出 来 ,这 样 便 可 对 形成 的 形式 系统 进 
行 更 高 层次 的 数学 研究 一 一 元 数学 研究 .“ 可 以 这 样 来 形容 :如 果 说 过 去 人 们 
只 是 站 在 理论 之 内 进行 研究 ,那么 现在 已 经 超越 于 理论 之 外 ,或 站 在 理论 之 上 
来 考虑 问题 了 .“[@] 希 尔 伯 特 规划 虽然 无 法 实现 ,但 “这 个 乌托邦 却 丰富 了 理 
论 .概念 和 方法 的 宝库 ,所 有 这 些 都 已 被 证 明 是 特别 有 趣 和 富有 成 果 的 ,而 且 ， 
在 将 来 更 加 会 是 这 样 ", 这 是 近代 人 类 抽象 思维 的 伟大 成 果 之 一 "[@2]. 
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在 20 世纪 初期 的 学 术 运动 中 ,在 三 大 基础 学 派 之 间 的 激烈 争论 中 ,一 些 
数学 家 更 直接 地 为 集 论 本 身 寻 找 消除 悖 论 的 方案 . 他 们 的 具体 目标 是 :建立 
集 论 的 公理 系统 , 既 能 保留 康 托 尔 朴 素 集 论 的 所 有 成 果 , 又 能 避 开 已 知 的 悖 
论 , 同 时 ,还 易于 被 人 们 理解 并 接受 . 

在 众多 尝试 建立 的 早期 集 论 系 统 之 中 ,一 种 系统 脱颖而出 , 它 就 是 由 德国 
数学 家 策 梅 洛 (E.Zermelo,1871 一 1953) 于 1908 年 开始 建立 ,后 来 由 以 色 列 数 
学 家 弗兰克 尔 (A.A.Fraenkel,1891 一 1965) ,挪威 数学 家 斯 科 伦 (T.Skolem， 
1887 一 1963) 与 汉 * 诺 伊 曼 等 人 于 20 世纪 20 年 代 加 以 改进 的 策 梅 洛 -弗兰克 
尔 公理 集 论 系统 ,被 人 们 简 记 作 ZF, 加 入 选择 公理 (Axiom of Choice), 记 作 
ZFC. 

集 论 必 论 的 出 现 表明 ,不 加 限制 地 使 用 集 这 个 概念 会 出 毛病 . ZFC 系统 
的 主要 思想 是 :对 集 的 规模 加 以 限制 ,使 之 不 能 “过 大 ”. 这 主要 表现 在 一 条 被 
称 作 “ 内 涵 原 则 ”的 使 用 上 . 按 康 托 尔 朴素 集 论 的 做 法 ,为 了 定义 或 形成 一 个 
集 ,只 要 有 一 条 叙述 某 种 对 象 的 特殊 性 质 就 可 以 了 . 设 p(z) 是 关于 z 的 某 
个 性 质 (例如 rz), 以 前 人 们 便 习惯 地 说 |z1p(z)| 是 个 集 . 在 ZFC 系统 
中 ,一 般 不 承认 |z|1p(z)} 是 集 ,但 承认 |zE Al1gp(z) 是 集 ,这 里 的 A 是 一 
个 已 知 的 集 : 这 就 是 说 ,一 般 要 求 限制 在 一 个 给 定 集 的 内 部 使 用 内 涵 原 则 . 
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这 样 一 来 ,罗素 悖 论 中 的 |z1zz1 现 在 就 不 被 认为 是 集 ,于 是 罗素 悖 论 (以 及 
其 他 类 似 悖 论 ) 就 可 以 避免 了 . 

至 今 人 们 最 常用 的 系统 是 ZFC. (除了 ZFC, 另 一 种 常见 的 类 似 系 统 是 
von Neumann-Bernays-Gadel 系统 , 简 记 为 NBG. 在 NBG 中 ,有 集 与 类 这 两 种 
不 同 的 形式 对 象 . 它们 的 区 别 是 : 集 可 以 成 为 别 的 集 或 类 的 元 素 ,但 非 集 的 类 
不 行 . )ZFC 融合 了 各 个 学 派 (特别 是 逻辑 主义 ) 具 体 方案 中 的 思想 与 方法 ,是 
在 当时 的 学 术 大 环境 下 形成 的 ,但 ZFC 本 身 并 不 附带 鲜明 的 哲学 观点 . 作为 
一 种 具体 的 数学 形式 系统 ,ZFC 也 和 逃脱 不 了 Gadel 不 完备 性 定理 所 断言 的 局 
限 . 但 ZFC 在 以 下 两 点 表现 出 它 的 重要 性 :第 一 ,在 该 系统 内 可 演绎 出 古典 
数学 ( 详 见 第 三 章 ); 第 二 ,更 重要 的 是 , 它 为 数学 的 进一步 发 展 提供 了 极 广阔 
的 空间 . 可 以 说 ,现代 数学 的 主体 是 在 ZFC 的 基础 上 建立 起 来 的 .〈 这 里 说 
“主体 ”而 不 应 说 “全 部 ”ZFC 并 不 完备 . 它 不 能 证 明 自 己 无 矛盾 ,也 不 能 用 
来 判定 例如 连续 统 假设 这 样 熟悉 的 基本 命题 , 且 这 样 的 例子 已 越 来 越 多 . ) 至 
于 ZFC 的 无 矛盾 性 问题 ,人 们 并 不 认为 是 个 紧迫 问题 . 并非 很 多 数学 家 “ 认 
真 地 相信 该 公理 系统 中 还 有 矛盾 的 危险 .“[G] 越 来 越 多 的 人 相信 ,数学 悖 论 
对 数学 的 发 展 并 非 坏事 . 

ZFC 是 开放 的 : 它 能 容纳 形形色色 的 可 变 的 相对 无 矛盾 延伸 ,从 而 具有 
很 强 的 生命 力 . 

本 书 往 下 的 主要 目的 是 介绍 数学 基础 的 现状 ,主要 内 容 是 介绍 从 ZFC 基 
底 走 上 数学 主体 的 一 段 过 程 . 
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数学 基础 是 研究 什么 的 ? 按 较 窗 的 意义 理解 , 数学 基础 研究 数学 的 主体 
是 在 哪些 基本 概念 与 基本 事实 之 上 用 何 种 方式 建立 起 来 的 . 

人 类 数学 大 体 上 经 历 了 三 个 大 的 发 展 阶段 , 那 就 是 :以 几何 数学 为 主体 的 
初等 数学 阶段 ,以 分 析 数 学 为 主体 的 古典 数学 阶段 和 以 集 论 数学 为 主体 的 现 
代数 学 阶段 . 这 三 个 阶段 都 有 相应 的 关于 数学 基础 的 研究 ,都 形成 了 相应 于 
自己 主体 的 基础 ,一 个 比 一 个 更 加 深厚 ,它们 是 : 欧 几 里 得 几何 , 皮 亚 诺 算术 与 
ZFC 集 论 , 其 中 最 后 一 个 基础 现 仍 处 在 变动 发 展 之 中 . 各 个 阶段 关于 数学 基 
础 的 研究 有 一 个 共同 点 :都 与 某 种 形式 的 悖 论 的 出 现 有 关 . 悖 论 出 现 给 人 们 
带 来 困扰 和 危机 感 ,解决 悖 论 的 要 求 推动 了 数学 基础 的 深入 研究 ,数学 史上 出 
现 的 各 种 悖 论 的 背后 ,站 着 数学 的 一 个 基本 矛盾 一 一 有 限 与 无 限 的 矛盾 . 悖 
论 的 解决 使 人们 对 数学 中 无 限 的 认识 提高 到 新 水 平 ,历史 经 验 使 人 们 会 以 更 
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成 熟 的 心态 面 对 将 来 可 能 出 现 的 新 的 数学 悖 论 - 

悖 论 问 题 不 是 人 们 研究 数学 基础 的 惟一 动因 .“ 即 使 在 集合 论 中 没有 发 
现 悖 论 , 关于 为 集合 论 建立 基础 理论 的 问题 也 必然 会 得 到 提出 和 讨论 .“[e 
为 数学 寻找 基础 的 主要 动力 来 自 数学 的 本 质 . 为 了 从 量 的 方面 精确 观察 世 
和 界 , 数 学 活动 需要 主动 太 寻 找 可 靠 的 立足 点 . 

关于 数学 基础 的 越 深层 的 研究 成 果 , 影 响 面 也 越 大 . 其 中 一 些 重大 成 果 
惠及 整个 数学 ,甚至 超出 数学 范围 ,对 人 类 科学 与 科学 思想 乃至 整个 人 类 社会 
产生 了 重要 影响 . 这 只 用 看 下 面 的 例子 就 够 了 : 深 源 于 数学 基础 研究 的 哥 德 
尔 不 完备 性 定理 成 了 计算 机 科学 理论 的 基石 . 美 籍 逻辑 学 家 ,计算 机 理论 家 、 
哲学 家 王 浩 (H.Wang,1921 一 1995) 曾 说 :“ 哥 德尔 的 工作 与 计算 机 的 联系 可 
能 要 比 爱 因 斯 坦 的 工作 与 原子 弹 的 联系 密切 一 点 ,尽管 “ 哥 德 尔 本 人 对 计算 
机 的 发 展 毫 无 兴趣 .“[651 
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数学 中 一 般 使 用 的 逻辑 是 标准 的 二 值 逻辑 , 它 只 有 真 与 假 两 个 真 值 ， 本 
章 先 介绍 命题 演算 ,这 是 最 简单 的 一 种 逻辑 形式 系统 . 在 这 基础 上 ,介绍 谓词 
演算 (也 称 一 阶 逻 辑 ), 这 种 逻辑 形式 系统 是 常见 的 各 种 数学 形式 系统 (包括 
ZFC) 的 一 般 框架 . 数理 逻辑 所 提供 的 形式 化 的 方法 对 数学 研究 ,特别 是 对 数 
学 思维 方式 产生 了 重要 影响 . 

本 章 的 目的 是 :力求 简单 精练 地 介绍 所 必需 的 最 基础 的 数理 逻辑 知识 . 
本 章 可 先 粗略 读 过 ,不 必 在 细节 上 用 太 多 时 间 . 


$2.1 命题 演算 初步 


在 命题 演算 这 个 形式 系统 中 ,用 来 表示 简单 命题 的 命题 变 元 是 不 能 再 分 
解 的 最 小 单位 .由 命题 变 元 利用 命题 连接 词 所 形成 的 一 般 公式 表示 复合 命 
题 . 我 们 要 研究 如 何 由 简单 命题 的 真 假 来 决定 复合 命题 的 真 假 . 


2.1.1 命题 连接 词 


命题 演算 形式 系统 可 以 看 成 一 种 形式 语言 ,字母 表 : 

zy,zyzlyyiyzr2yy2yz2，…( 命 题 变 元 ); 

一 ,V, 人 ,一 ,一 (命题 连接 词 ); 

(,) 《〈 左 \ 右 小 括号 ). 

由 以 上 字母 (符号 ) 按 以 下 两 条 规则 形成 公式 : 

(1) 每 个 命题 变 元 都 是 一 个 公式 (叫做 简单 公式 ). 

(2) 若 户 与 4 是 公式 , 则 一 p,(pPAg),(pV 9g),(p 一 q),(pmq) 都 是 公 
式 ; 

除了 按 上 面 两 条 规则 形成 的 公式 ,系统 中 没有 别 的 形式 的 公式 . 

公式 (一 zy) 可 省 去 外 层 括号 ,写成 一 z 一 y, 但 公式 一 (( 一 z 一 y) 一 z) 
中 括号 则 不 能 省 去 . 

应 用 时 ,公式 p 所 表示 的 命题 为 真 , 则 说 p 的 真 值 为 1; 公 式 p 所 表示 的 
命题 为 假 , 则 说 p 的 真 值 为 0. 本 段 中 ,用 户 ,qg,r,…- 等 表示 公式 ,应 用 时 也 简 
单 地 说 它们 表示 该 公式 所 代表 的 命题 . 字母 表 中 列 出 的 5 种 命题 连接 词 是 常 
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用 的 . 下 面 分 别 对 它们 作出 解释 . 


一 、 和 否定 词 一 
一 p( 读 作 非 p) 表 示 “p 的 否定 ". 否定 词 的 真 值 表 : 
pi—p 
1 0 
0: 1 
这 张 表 的 解释 是 :p 为 真 当 且 仅 当 一 p 为 假 . 
二 、 合 取 词 人 
PAg 表示 “p 与 9”. 合 取 词 人 的 真 值 表 : 
pqiphNg 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 
上 表 的 解释 是 : 户 人 Ag 为 真 当 且 仅 当 p 与 g 同时 为 真 . 
三 、 析 取 词 V 
PV gq 表示 “p 或 9”. 析 取 词 V 的 真 值 表 : 
pqaipVg 
1 1 1 
10: 1 
oil 1 
00: 0 


上 表 的 解释 是 :pV 9 为 真 当 且 仅 当 p 与 q 至 少 有 一 个 为 真 (可 以 同时 为 真 ). 
换 句 话说 , 当 且 仅 当 p 与 g 二 者 同时 为 假 时 pV g 为 假 . 

日 常用 语 中 ,对 ”或 "一 词 有 可 兼 与 不 可 兼 两 种 理解 . 从 析 取 词 的 真 值 表 
可 以 看 出 , 析 取 词 V 所 表示 的 “或 "是 “可 兼 或 ” 


四 、 蓝 涵 词 一 

放 ~d 表示 “如 果 p ,那么 p”. 蔓 涵 词 一 的 真 值 表 : 
在- 全 1 放 - 胸 
ti 
10: 0 
01: 1 
00:1 
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真 而 g 为 假 时 pg 为 假 . 这 样 规定 的 蕴涵 式 被 称 作 “ 实 质 蕴涵 式 ”. p 一 g 中 
的 p 与 g 分 别称 作 蕴涵 式 的 前 件 与 后 件 . 只 要 不 是 前 件 真 而 后 件 假 ,蕴涵 式 
都 为 真 . 这 样 的 规定 符合 数学 上 的 实际 使 用 习惯 . 例如 我 们 说 命题 
车 a?<1, 则 a?<8 

是 真 命题 ,这 是 因为 前 件 “a?<1" 为 真 而 同时 后 件 “a?<8” 为 假 的 情形 不 会 发 
生 , 而 只 会 发 生 以 下 三 种 情形 中 的 一 种 : 

(1) a?<1 真 , 且 a*<8 真 (如 a=0)， 

(2) a?<1 假 ,但 a?<8 真 (如 a=2)， 

(3) a?<1 假 , 且 a*<8 假 (如 a=3). 

试想 我 们 为 pg 设计 另 一 不 同 的 真 值 表 , 肯 定 就 不 能 表现 上 例 中 蕴涵 
的 实际 使 用 情况 . 另外 ,pg 与 日 常 对 “如 果 户 ,那么 g "的 理解 有 差别 . 按 日 
常理 解 ,蕴涵 式 的 前 件 与 后 件 二 者 之 间 有 某 种 意义 上 的 联系 ,但 在 形式 系统 里 
不 提 这 种 要 求 ,而 是 把 具体 实际 内 容 撤 在 一 边 . 


五 、 等 价 词 汪 
pq( 读 作 *“p 等 价 于 gq") 表示 “p 当 且 仅 当 g”. 等 价 词 汪 的 真 值 表 : 
Di 
1 1:1 
10. 0 
01.0 
00:1 


上 表 的 解释 是 :p+*g 为 真 当 且 仅 当 pp 与 g 同 真 假 . 

我 们 看 到 ,每 个 命题 连接 词 都 联系 着 一 个 真 值 函 数 ,函数 值 由 相应 的 真 值 
表 的 最 后 一 列 给 出 . 上 面 的 五 个 连接 词 中 ,否定 词 的 真 值 函 数 是 一 元 的 ,其 他 
是 二 元 的 .( 每 个 连接 词 与 它 的 真 值 函数 常用 同一 符号 表示 ,如 常 写 一 0=1， 
一 1=0,1A1=1,1A0=0,…) 五 个 连接 词 中 ,一 与 人 这 两 个 其 实 就 够 用 了 , 因 
为 另外 三 个 可 以 用 一 与 人 “等 价 表示 "出 来 : 

(pVq) 个 一 (一 户 人 一 M)， 
(p>q) (TpVg), 
(pa) 一 ((P 一 4) 人 (9 一 户 )) 

详细 的 讨论 见 2.1.4. 

练习 1 ”一 元 真 值 函 数 有 多 少 个 ? 二 元 真 值 函数 有 多 少 个 ? 其 中 哪 一 个 
二 元 真 值 函数 对 应 于 “不 可 兼 或 "? 试 写 出 它 的 真 值 表 . (“不 可 兼 或 "用 符号 
V 表 示 . ) 

练习 2 (1) 用 一 与 V “等 价 表示 "出 人 ,一 与 ~. 
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(2) 用 一 与 “等 价 表示 "出 人 ,V 与 ~. 
2.1.2 真 值 表 与 永 真 式 


计算 公式 真 假 值 的 一 种 方法 是 列 真 值 表 . 用 这 种 方法 ,复合 命题 的 真 假 
可 由 支 命题 的 真 假 通过 计算 来 确定 . 下 面 用 例子 说 明 真 值 表 的 列 法 . 

例 1 公式 (pVg) 一 p 的 真 值 表 . 

首先 在 p 与 gq 的 下 方 写 出 所 有 可 能 的 真 值 组 合 ( 共 4 种 :1,1;1,0;0,1; 
0,0). 然后 按 公式 中 运算 的 次 序 ( 先 V ,后 一 ) 进 行 计算 ,将 每 次 运算 所 得 的 真 
值 写 在 该 运算 符 下 . 最 后 得 到 的 一 列 结果 ( 写 在 最 后 一 个 运算 符号 下 ) 用 竖 线 
标 出 . 


(pV 9q) 一 
让 
0 1 1:0:0 
0 0 0: 1 :0 


从 上 表 中 看 到 ,在 对 p,g 的 四 种 不 同 的 真 值 指派 中 ,使 pV g 一 记 取 真 值 
1 的 叫做 该 公式 的 成 真 指派 ,它们 是 (1,1),(1,0),(0,0). 该 公式 的 成 假 指 派 
只 有 (0,1). 

例 2 公式 ((p>g) 人 一 (gr)) 一 ((pV gq)Vr) 的 真 值 表 . 

首先 在 p,q,r 下 方 写 出 各 种 真 值 组 合 ( 共 8 种 ) ,然后 依次 进行 七 次 运 
算 , 并 用 竖 线 标 出 最 后 一 列 : 


人 
0 
人 
和 0 
10001000il 1 1 0 1 0 
人 
信人 WE E's We EE i ee 
0 3 0 0 Or ED OD 0 -Lt 
0 10 110 0 0:0:0 00 00 


从 上 表 中 看 到 ,该 公式 的 成 假 指派 是 (0,0,0) ,其 余 七 种 是 成 真 指派. 
下 面 三 个 真 值 表 都 只 差 一 步 而 未 最 后 完成 ,请 读者 尝试 写 出 所 缺 的 最 后 


一 着、 
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pi*i(lg — p) 
Li 
1 09 
Ol 0 
0 001 0 
人 
Li 
人 
1 000 1 1 -0.0 
0 0 1 0 
(一 (一 ri 一 9q) (p— 7)) 
i OE Wh es a 
1 0 1 0 0 1 
1 1011 上 
下 WR!" 
DT 0 cP Of 0 Te 
0 0 
0 
0 1 0 1 0 上 i 


当 我 们 完成 上 面 各 表 最 后 一 次 运算 时 ,就 会 发 现 最 后 一 列 全 是 1, 这 说 明 , 对 
p,q 的 任何 真 值 指派 都 是 上 面前 两 个 公式 的 成 真 指派 ;对 p,q ,7 的 任何 真 值 
指派 都 是 上 面 第 三 个 公式 的 成 真 指派 . 也 就 是 说 ,不 管 p,g ,r 取 何 真 值 ,以 下 
三 个 公式 总 为 真 : 


力 一 (9 一 户 )， (肯定 后 件 律 ) 
(pp 一 (qr)) 一 ((p 一 q) 一 (pr))， (蕴涵 词 分 配 律 ) 
(Fp™ 4g) (gp). ( 换 位 律 ) 


我 们 把 上 面 这 类 公式 叫做 永 真 式 或 重 言 式 (tautology). 
以 下 是 一 些 常见 的 且 容 易 观 察 或 计算 出 来 的 永 真 式 : 
pp, (同一 律 ) 
pV pp, ( 排 中 律 ) 
一 (一 户 人 p), (矛盾 律 ) 
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pps (双重 否定 律 ) 
(pV da) 一 (qV p), ( 析 取 交换 律 ) 
(pA gr(g hp), ( 合 取 交换 律 ) 
((p Va) Vom(pV (gq Vr)), ( 析 取 结合 律 ) 
((pAqgq)Arnm(pA (gq Ar)), ( 合 取 结合 律 ) 
(pA(gV roe((pAg)V (pAr)), (分 配 律 ) 
(pV (gMAr)o((pV aq) A (pVr)), (分 配 律 ) 


pV dg) 一 (一 人 一 q)， 


(pA gp V 一 9)， 人 


一 4 一 (4 一 户 )， (否定 前 件 律 ) 
(一 一) 一 户 ， (否定 肯定 律 ) 
(pq) ((g™r) (pr)), (假设 三 段 论 ) 


以 上 永 真 式 可 选择 一 些 加 以 验证 . 
列 真 值 表 的 算法 虽然 并 不 复杂 ,但 当 命题 变 元 比较 多 时 ,计算 量 比 较 大 . 
例如 ,下 面 的 公式 
(priApaApaN\paN\((piNp2a) >(psN poe)) NCp3N pa)>p7) 人 
((psN\p7)™ps))—ps 
可 以 验证 是 个 永 真 式 ( 见 2.1.3 例 2) ,但 完整 写 出 真 值 表 ,要 进行 2 = 256 行 
计算 . 好 在 这 项 工作 可 以 交 给 机 器 去 做 ,从 理论 上 说 ,这 项 工作 总 可 以 让 机 器 
去 做 . 不 过 当 命题 变 元 数目 多 到 一 定 程度 时 , 连 高 速 计 算 机 也 无 法 胜任 这 种 
工作 了 . 
练习 1 列 出 下 列 公式 的 真 值 表 . 哪些 公式 是 永 真 式 ? 
(Dp™p)™p, 
(pV a pAg))) (pV aq), 
(3)((pAg)>r)A((pV ag) —r)) (pAgqAr), 
(4)(pAq)—p, 
(5)(gqVr)>(—r>q), 
(6O)(pA—q)V((qgA—r)A(rA—p)), 
(7)(p-=(g 一 r)) 一 (( 户 人 一 9) Vr). 


2.1.3 真 值 方程 组 ,应 用 举例 


用 真 值 表 来 判定 任 一 公式 是 否 是 永 真 式 ,理论 上 总 是 可 行 的 ,但 实际 上 当 
命题 变 元 比较 多 时 ,计算 量 很 大 ,这 时 可 考虑 灵活 采用 其 他 一 些 特殊 方法 , 解 
真 值 方程 组 是 方法 之 一 . 


52.1 命题 演算 初步 =” 


本 小 节 为 简单 计 , 常 把 公式 与 其 真 值 等 同 起 来 ,如 写 户 =1,g=0, 户 一 ”一 


1 等 . 
例 1 (〈((z-~q) 一 户 ) 一 户 是 永 真 式 吗 ? 
问题 可 化 为 检查 下 面 的 真 值 方程 组 
|(b 一 g) 一 户 =1， (1) 
p=0 (2) 


是 否 有 解 . 如 果 无 解 ,说 明 原 公式 是 永 真 式 ,否则 就 不 是 . 
将 (2) 代 入 (1), 得 


pr*q=0, (3) 
因 p=0, 不 管 g=0 或 g=1,(3) 皆 不 成 立 , 故 原 方程 组 无 解 . 这 说 明 公式 
((p™q)>p)—p (Peirce 律 ) 


是 永 真 式 . 
例 2 证 明 下 面 的 公式 
(prA pApaNpaN((piNp2) (psApe)) AN((p3N pa)*p7) A 


((peN p71)—*p8)) ps 
是 永 真 式 . 
列 出 方程 组 
pi=p2=p3= pa=1, (1) 
(piN\p2a)>(psN pe)=1, (2) 
(paN\pa)>p7=1, (3) 
(peN\pr)—ps=1, (4) 
ps=0. (5) 
只 用 证 方程 组 (1) 一 (5) 无 解 便 可 . 
由 (4),(5) 得 
peN\p7=0, (6) 
由 (1),(2) 得 
psN\pe=1, (7) 
由 (1),(3) 得 
p7=1, (8) 
由 (6),(8) 得 
pe=0. (9) 


(7) 与 (9) 矛 盾 ,这 说 明 该 方程 组 无 解 ,从 而 证 明 原 公式 是 永 真 式 . 
不 难看 出 例 2 中 公式 的 永 真性 给 出 了 下 面 的 化 学 问题 的 肯定 回答 . 
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“ 现 有 MgO, 了 下,C,O* 四 种 化 学 物质 , 且 已 知 
MgO+ H 一 Mg+H2O， 
C+O,>C0,, 
HO+ CO 一 HPCO;. 
问 : 能 否 用 现 有 物质 制造 出 H.CO;( 碳 酸 )?” 
例 3 设 已 知 
1” al 为 奇数 或 a 为 偶数 ， 
2” ai 若 为 偶数 , 则 a3 与 a4 此 为 偶数 ， 
3” a4 若 为 偶数 , 则 az 也 为 偶数 . 
现 问 , 能 否 由 以 上 三 个 已 知 条 件 推出 结论 :a, 与 a3 至 少 有 一 个 为 偶数 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ,用 p; 表示 “a; 为 偶数 ”, i = 1,2,3,4; 那 么 问题 变 为 
判断 公式 
((piV pa) A(pr>(p3N ps) Mpa*p2)) >(p2V pa) 
是 否 是 永 真 式 . 现 考察 真 值 方程 组 


PiVp2=1, (1) 
pi™(p3N\ ps)=1, (2) 
pa*p2=1, (3) 
Pp2V p3=0. (4) 
是 否 有 解 . 由 (4) 得 
p2=p3=0, (5) 
由 (3) 与 (5) 得 
ps4=0, (6) 
由 (1) 与 (5) 得 一 p1=1 即 
pi1=0. (7) 


将 (5),(6) 与 (7) 代 入 (2) 的 左边 ,得 
pr™(p3N\ pa)=0>(0A0)=1. 
所 得 结果 说 明 p1 = p2= p3= ps=0 是 方程 组 的 解 ,所 以 题 中 推理 不 能 成 立 . 
例 4 一 案 涉嫌 Ai,Az,A3,A4 四 人 . 根据 已 有 线索 ,已 知 : 
1” 若 Ai 与 A 均 未 作案 , 则 As 与 A4 也 均 未 作案 ; 
2” 车 As 与 A4 均 未 作案 , 则 A 与 A2 也 均 未 作案 ; 
3” 若 Al 与 As 同时 作案 , 则 As 与 A 有 一 人 且 只 有 一 人 作案 ; 
4” 若 As 与 As 同时 作案 , 则 A1 与 A4 同时 作案 或 同 未 作案 . 
办 案 人 员 由 此 得 出 结论 :Ai 是 作案 者 . 这 个 结论 正确 吗 ? 
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解 用 p; 表示 “4A; 作案”,i=1,2,3,4. 考察 公式 
(((FpiA pa) (ps3 AMATpa)) A (piN p>((p3V pa) Np3h 
PDA pA popiApa)V (pi Np4)))) pi 
为 判断 它 是 否 是 永 真 式 , 列 出 真 值 方程 组 


(pi Npa) mp Npa)=1, (1) 
(piNpa) >((p3V pa) A—(p3M ps))=1, (2) 
(pApa (pApaV (pi ps))=1, (3) 
p1=0. (4) 


pi1=0 时 ,(2) 自 动 成 立 ,不 管 p2,p3,ps 取 何 值 . 试 取 p=1, 若 p3=0, 则 (3) 
也 自动 成 立 . 把 这 几 个 数据 代入 (1) ,得 
0 一 (1 人 一 加 ) =1， 
此 式 当 ps =1 时 是 成 立 的 ,于 是 得 到 方程 组 的 一 个 解 : 记 = p3=0,p2= 加 一 
1. 这 说 明 , 没 有 理由 断言 A 是 作案 者 . 
练习 1 ”判断 以 下 公式 是 否 是 永 真 式 (方法 不 限 ). 
(1) (=(p>a) (gp). 
(2) (pra)>((g™>r)>(p™7)). 
(3) p>((—pVg). 
(4) ((pVaq)A(prq)) (gp). 
(5) (pq)m (pV gq). 
(6) ((pA—q)>(rAmr)) (pq). 
(7) (pA)>(rAmr)) (pq). 
(8) ((p>q) Mg™p)) (pV ga). 
(9) ((pVq)*(p* 7g) (pV g). 
(10) ((p>a) Ar>ag) Ns>a) (pArAms)—g). 
(1D) ((pVa)ArVs) (p>aV (p™r) Naqrp)V (a™ 
5))). 
练习 2 例 4 中 如 果 办 案 人 员 作 出 的 判断 是 :“A1,A2,A3 三 人 中 至 少 有 
一 个 未 作案 ” ,判断 是 否 正确 ? 
练习 3 设 Al,Az,A3,A4 为 4 个 事件 ,已 知 :Al 与 A2 不 同时 发 生 ; 若 
Ai 发生, 则 A 不 发 生 而 A4 发 生 ; 若 As 发 生 , 则 Az 不 发 生 . 根据 这 些 作出 
判断 ;Az 与 A3 不 同时 发 生 . 此 判断 是 否 合理 ? 
练习 4 研究 形 为 
(…((( 户 一 户 ) 一 轧 ) 一 户 )…) 一 旋 
有 7 个 一 
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的 公式 . n 取 何 值 时 此 公式 是 永 真 式 ? 
“2.1.4 ”命题 连接 词 的 完全 组 


真 值 函数 是 指 自 变 量 与 因 变量 的 值 都 取 0 或 1 的 函数 ,也 称 真 值 运算 . 
本 小 节 中 ,我 们 把 命题 连接 词 等 同 于 各 自 相应 的 真 值 函数 . 例如 ,把 一 当 作 一 
个 一 元 真 值 函 数 : 

一 0=1， 一 1=0. 
又 如 ,把 一 当 作 一 个 二 元 真 值 函数 : 
1-”1=1，1l0=0，0-~1=1，0-0=1. 

容易 验证 以 下 公式 成 立 : 

公式 1” 一 r=xz. (xE€10,11, 以 下 同 .) 

公式 2” 1-=z= 工 . 

公式 3” zl1=1. 

公式 4” zr 一 0= 一 xz. 

公式 5 0-~z=1. 

下 面 当 我 们 说 n 元 真 值 函 数 f 可 由 一 元 函数 一 和 二 元 函数 一 表示 出 来 ， 
意思 是 说 函数 值 f(x,…,z,) 可 由 x1,…, x 经 有 限 次 运算 一 和 一 得 到 ,这 
里 自 变量 xi ,zx,€ 10,11. 

定理 1 任 一 真 值 函 数 可 由 一 元 函数 一 和 二 元 函数 一 表示 出 来 . 改 用 命 
题 连接 词 的 语言 ,就 是 说 :| 一 ,一 | 是 命题 连接 词 的 完全 组 . 

证 对 真 值 函数 的 元 数 n 归纳 . 

先 讨论 n = 1 的 情形 . 一 元 真 值 函 数 一 共 只 有 四 个 ,用 f1,f2,f3,f4 表 
示 , 它 们 是 : 

zifi(z) fz) f(z) falx) 
i 1 0 0 
0 1 0 1 0 
这 四 个 一 元 函数 都 可 用 一 与 表示 出 来 : 
JP(z) = 工 一 Z， 
JP(z) =z, 
fa(z) = 一 z， 
f(z) = 一 (z 一 并 ). 
n>1 时 ,为 证 明 任 一 x 元 真 值 函 数 f 可 用 一 与 一 表示 出 来 , 先 定义 另外 三 个 
真 值 函数 g,h ,k 如 下 : 


$2.1 命题 演算 初步 “Ee 


BT11s Tn) = (zyzn-t1)， 
h(x rel) = f(r1, Tn-10), 
R(T1ss Ta Tn) =(h(T1ss Tn) > Ta) (gg(T1 TH) > 1). 
8,h 是 n 一 1 元 的 ,k 是 n 元 的 . 由 归纳 假设 ,g 与 h 可 由 一 及 一 表示 出 来 . 
下 面 证 明 = 了 . 
k(x zat)= hr, Tg(r1, 71) > 71) 
=1 一 一 一 5(zl…,zn-1)( 用 了 公式 3 ,4 及 一 1=0) 


=1->5(zi……zn-1) 〈 用 了 公式 1) 
=a(r td (用 了 公式 2°) 
=f(z1" ,Tr 11), (由 g 的 定义 式 ) 


kTis Tn-10) = (hr Tn) 0) (gr, Tn -1) 70) 
= 一 Ah(zl……zn-1) 一 0 
(用 了 公式 3 ,4 及 一 0=1, 一 1=0) 


= 一 一 A(z za-1) (用 了 公式 4°) 
ha 让 (用 了 公式 1°) 
=/(z1, -140). (由 hh 的 定义 式 ) 


所 得 结果 说 明 , 对 任意 zx,…,z,€ {0,11 都 有 
R(x Tn)= f(r Tn)s 

于 是 f=k. 在 的 定义 式 中 ,由 于 g 与 h 按 归纳 假设 可 由 一 与 一 表示 出 来 ， 
所 以 人 ( 即 f) 也 具有 这 种 性 质 . 0 

注意 等 式 ”zx 一 y= 一 (z 人 一 y) 对 xz,y€ 10,1} 总 是 成 立 的 (不 妨 一 一 验 
算 ), 这 说 明 涉及 一 的 运算 都 可 用 一 和 八 来 代替 . 于 是 有 : 

推论 1 | 一 ,人 | 是 命题 连接 词 的 完全 组 . 

再 注意 等 式 < 一 y= 一 zVy 对 z,yE 10,1| 总 成 立 ,这 说 明 涉及 一 的 运 
算 都 可 用 一 和 V 来 代替 . 于 是 有 : 

推论 2 | 一 , V |} 是 命题 连接 词 的 完全 组 . 

关于 完全 组 更 详尽 的 讨论 以 及 关于 命题 演算 的 其 他 知识 可 参见 [59]， 
10 一 74 页 . 

如 果 世 上 所 有 的 推理 过 程 都 能 在 命题 演算 的 框架 内 得 到 形式 化 ,那么 我 
们 的 世界 就 简单 了 :只 要 有 一 部 理想 计算 机 ,一 切 推理 从 理论 上 说 都 可 由 它 去 
做 . 可 惜 情 形 并 非 如 此 , 连 数 学 的 一 小 部 分 一 一 一 般 算术 理论 的 推理 也 不 能 
全 部 归 为 命题 逻辑 (从 根本 上 说 ,这 是 因为 算术 理论 涉及 无 限 多 个 自然 数 ). 
我 们 还 需要 建立 比 命题 逻辑 更 细致 更 复杂 的 逻辑 系统 . 
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$2.2 谓词 演算 简介 


在 命题 演算 中 ,用 命题 变 元 表示 的 简单 命题 是 不 能 再 分 解 的 最 小 单位 . 
这 一 点 使 命题 演算 的 系统 比较 简单 ,但 应 用 范围 受到 限制 . 比如 ,古典 三 段 论 
就 不 能 很 好 地 纳入 命题 逻辑 . 让 我 们 看 下 面 的 推理 : 

凡是 大 于 1 的 自然 数 都 小 于 自己 的 平方 . 

自然 数 n+2 大 于 1. 

所 以 n+2<(n+2)?. 
这 个 推理 方法 是 正确 的 ,但 不 能 在 命题 逻辑 中 得 到 恰当 表现 (不 妨 自己 尝试 一 
下 在 命题 逻辑 的 系统 内 去 表现 上 述 推理 ). 要 能 恰当 表现 这 样 的 或 类 似 的 推 
理 , 就 必须 深入 到 “原子 命题 "一 一 简单 命题 的 内 部 去 ;而 一 深入 到 简单 命题 的 
内 部 ,例如 ,深入 到 数学 中 一 个 简单 命题 的 内 部 , 那 就 会 涉及 到 个 体 对 象 (如 常 
数 或 变数 ) ,函数 (个 体 对 象 的 运算 ) ,谓词 (个 体 对 象 的 性 质 或 个 体 对 象 之 间 的 
关系 ) 与 量词 (存在 量词 或 全 称 量词 ). 

谓词 演算 对 命题 演算 的 改进 在 于 :深入 分 析 简单 命题 的 内 部 结构 ,并 引进 
量词 运算 . 这 种 系统 能 更 深入 ,更 广泛 地 表现 实际 的 推理 过 程 ,是 各 种 数学 形 
式 系 统 的 一 般 框 架 . 


2.2.1 谓词 演算 语言 


谓词 演算 是 一 种 形式 系统 ,可 以 看 成 是 一 种 形式 语言 . 它 有 一 张 字 母 表 ， 
且 有 自己 的 词法 \ 句 法 及 文章 构成 法 . 本 小 节 先 介绍 它 的 词法 和 句法 . 

一 、 字 母 表 

谓词 演算 的 字母 表 由 以 下 7 种 字母 组 成 . 

(1) 个 体 变 元 (简称 变 元 ): 工 ，,y,z,T1,y1,z1，…: 

(2) 个 体 常 元 (简称 常 元 ):c，… 

(3) 函数 符 (或 称 运算 符 ):,…( 每 个 函数 符 有 各 自 确定 的 元 数 ). 

(4) 谓词 (或 称 关系 符 ):R,…( 每 个 谓词 有 各 自 确定 的 元 数 ). 

(5) 命题 连接 词 :一 (否定 ), 人 ( 析 取 ),V( 合 取 ) ,一 (蕴涵 ) ,一 (等 价 ). 

(6) 量词 : Y (全 称 量词 ), 3 (存在 量词 ). 

(7) 左 \ 右 括号 与 逗号 :(,)，，. 

以 上 符号 中 ,(1),(5),(6),(7) 这 四 部 分 符号 是 各 种 谓词 演算 系统 所 共有 
的 逻辑 符号 ,其 中 命题 连接 词 的 使 用 方法 与 命题 演算 中 相同 . 不 同 的 系统 差 
别 在 (2),(3),(4) 这 三 部 分 ,通常 也 把 (2),(3),(4) 这 三 部 分 叫做 所 讨论 的 特 
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殊 系 统 的 “语言 ” 

个 体 变 元 与 个 体 常 元 都 是 用 来 表示 个 体 对 象 的 .它们 的 区 别 是 :第 一 ,一 
个 个 体 变 元 用 来 表示 特定 的 某 类 个 体 对 象 中 的 某 个 并 未 确定 的 个 体 对 象 ,而 
一 个 个 体 常 元 则 用 来 表示 该 类 个 体 对 象 中 一 个 确定 的 个 体 对 象 ;第 二 ,个 体 变 
元 有 无 限 个 ,而 个 体 常 元 可 以 有 无 限 或 有 限 个 ,甚至 可 以 一 个 也 没有 ,这 要 视 
所 研究 的 具体 系统 而 定 . 

函数 符 与 谓词 都 可 以 有 无 限 或 有 限 个 ,差别 是 :有 些 系 统 中 ,函数 符 可 以 
一 个 也 没有 ;但 不 管 什么 具体 系统 ,谓词 至 少 有 一 个 . 在 各 种 数学 形式 系统 
中 ,都 有 一 个 二 元 谓词 一 一 等 词 . 本 书 中 等 词 就 用 = 表示 . 

二 、 项 的 形成 规则 

项 是 谓词 演算 的 最 基础 的 单位 ,相当 于 普通 语言 中 的 名 词 .代名词 . 项 的 
形成 规则 : 

(1) 每 个 个 体 变 元 是 项 . 

(2) 每 个 个 体 常 元 是 项 . 

(3) 设 /是 个 元 函数 符 , 且 +t1，…,t， 是 项 , 则 f(t,…,t,) 是 项 . 

(4) 除了 以 上 三 条 规则 形成 的 项 ,该 系统 没有 别 的 形式 的 项 . 

项 这 种 特殊 的 字母 串 表 示 特 定 种 类 的 个 体 对 象 . 

三 、 公 式 的 形成 规则 

形式 语言 中 如 何 造句 ? 第 一 步 是 形成 原子 公式 . 

这 R 是 个 n 元 谓词 ,t1,…,z， 是 项 , 则 把 符号 串 尽 ( 二 如) 叫做 原子 
公式 . 当 R 是 个 二 元 谓词 时 ,R(zi,tz) 常 写成 (tiRtz)( 外 层 括号 有 时 省 去 ). 
例如 等 词 是 二 元 谓词 , 故 t1 = to 是 原子 公式 . 原子 公式 是 用 来 表示 命题 的 最 
小 单位 . 

造句 的 第 二 步 是 形成 一 般 的 公式 . 公式 用 来 表示 一 般 命题 (包括 简单 命 
题 与 复合 命题 ). 

公式 的 形成 规则 : 

(1) 每 个 原子 公式 都 是 公式 . 

(2) 设 记 与 g 是 公式 , 则 一 户 ,( 户 Ag),(PV9), (pq), (pg) 都 是 公 


(3) 设 p 是 公式 ,x 是 个 体 变 元 , 则 Y zp 与 3 zp 也 是 公式 . 

(4) 除了 以 上 三 种 规则 形成 的 公式 ,系统 中 没有 别 的 形式 的 公式 . 

公式 Y zp 的 直观 意思 是 对 任意 zx,p 皆 成 立 ; zp 的 直观 意思 是 :存在 
工 使 p 成 立 . 

注意 Vz(p 一 gq) 与 Y zp 一 q 的 区 别 . 前 面 公式 中 Yz 的 作用 范围 (简称 
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范围 ) 是 pg, 后 面 公式 中 Vz 的 作用 范围 是 p. 

公式 VY xp 与 3 xp 中 出 现 的 zx 叫做 约束 变 元 . 公式 中 变 元 车 不 是 约束 变 
元 ,就 叫做 自由 变 元 ,或 者 说 它 在 公式 中 自由 出 现 . 例如 公式 VY y 一 (z= y) 
中 ,y 是 约束 变 元 ,z 是 自由 变 元 (自由 出 现 一 次 ). 不 含 自由 变 元 的 公式 叫做 
语句 ,例如 VY x VY y 一 (z 二 y). 注意 语句 与 一 般 公式 的 区 别 . 语句 有 确定 的 真 
假 值 ,而 一 般 公式 的 真 假 值 往往 是 不 确定 的 .( 试 将 公式 x >5 与 语句 Ij zx(x 
>5) 及 Yz(z>5) 加 以 比较 . ) 


2.2.2 什么 是 数学 证 明 ? 


数理 逻辑 莫 基 人 之 一 弗 雷 格 曾 说 :“ 数 学 的 本 质 就 在 于 ,一 切 能 证 明 的 都 
要 证 明 . ”[66] 什 么 是 数学 证 明 ? 人 们 建立 起 谓词 演算 ,给 证 明 下 了 一 个 定义 . 
这 是 用 精确 语言 给 出 的 证 明定 义 . 有 了 这 个 定义 ,“ 数 学 证 明 " 成 了 一 个 数学 
概念 ,从 而 进入 数学 的 研究 范围 之 内 . 

下 面 让 我 们 仔细 考察 证 明 的 定义 ,注意 它 不 过 是 日 常数 学 实践 中 证 明 活 
动 的 一 种 精确 化 . 

谈 证 明 ,首先 要 有 公理 . 谓词 演算 的 公理 (叫做 逻辑 公理 ) 分 三 类 :水 真 
式 ,量词 公理 与 等 词 公理 . 

一 、 谓 词 演算 永 真 式 

把 命题 演算 的 水 真 式 中 所 有 命题 变 元 换 成 谓词 演算 的 任意 公式 (同一 命 
题 变 元 要 用 同 -公式 全 部 兰 换 ) 所 得 到 的 公式 叫做 谓词 演算 的 永 真 式 . 例如 ， 
肯定 后 件 律 


p™(q™p), 
现在 是 谓词 演算 的 永 真 式 ,不 过 这 里 的 p,q 是 谓词 演算 的 任意 公式 . 把 永 真 
式 当 作 公理 是 很 自然 的 ,不 管 它 的 子 公式 ( 支 命题 ) 的 真 假如 何 , 它 总 为 真 . 
二 、 量 词 公理 
(1) 设 p,q 是 谓词 演算 的 任意 公式 且 变 元 z 不 在 p 中 自由 出 现 , 则 下 面 
的 公式 是 一 条 公理 : 


Yr(p™>q)>(p™>Y zgq). 

(2) 设 :是 任意 项 ,p(z) 是 任意 公式 ,用 1 替换 记 (z) 中 所 有 自由 出 现 的 
变 元 zx 得 到 的 公式 记 作 p(:). 若 t 中 原 有 的 变 元 在 公式 p(t) 中 没有 受到 约 
东 , 则 下 面 的 公式 是 一 条 公理 : 

Vzrp(r)>p(2). 
这 种 公理 模式 直观 涵义 是 清楚 的 , 它 是 对 全 称 量词 性 质 的 明确 规定 . 如 果 变 
元 工 在 公式 p(xz) 中 并 不 自由 出 现 ,那么 p(1) 就 是 p(xz), 没 有 变化 . 公理 对 
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项 + 所 加 的 限制 条 件 是 为 了 避免 蔡 换 时 出 现 变 元 干扰 . 例如 ,把 p (xz) 取 为 
(z>5)y(z>y), 把 1 取 为 y, 具 体 写 出 上 面 的 公理 ,是 什么 样 ?( 这 时 p 
(y) 是 (y>>5) 一 3y(y>y).) 

三 、 等 词 公理 

等 词 公理 是 对 直观 概念 “相等 "的 性 质 作出 的 规定 ,它们 是 : 

(1) t=1. 

(2) m = we(FC ti ts)= ft ts)) (i=1, ,nn). 

(3) t=u*(p(t)>p(u)). 
其 中 +,u,t1,…ts 是 任意 项 ,f 是 任 一 n 元 函数 符 ,p(u) 是 用 u 替换 公式 
p(z) 中 (一 处 或 多 处 ) 的 + 所 得 结果 , 且 上 与 中 变 元 不 在 替换 处 受 约束 . 公 
理 (2) 与 (3) 表 现 了 “相等 "的 可 替换 性 . 所 有 等 词 公理 都 反映 了 “相等 "在 数学 
上 的 实际 使 用 情况 . 

除了 公理 ,为 了 给 证 明 下 定义 ,还 需要 两 条 推理 规则 . 

(1) 推理 规则 一 一 一 分 离 规 则 (Modus Ponens) : 

由 pp 与 pg 推出 g， 

其 中 p 与 g 是 任意 公式 . 此 时 说 g 由 p 与 pg 用 分 离 规则 推出 . 

(2) 推理 规则 二 一 一 推广 规则 (Generalization) : 

由 p 可 推出 Y xp， 

其 中 p 是 任意 公式 . 此 时 说 Y zp 由 p 用 推广 规则 推出 . 

这 两 条 推理 规则 都 是 日 常数 学 证 明 中 习惯 使 用 的 . 例如 , 当 我 们 对 数 x 
没 作 特殊 规定 时 得 知 z2*z3 = x5, 便 可 得 出 结论 :任何 数 z 满足 xz?*z?= zs 
(写成 Yz(z2.z3=z5)). 

现在 可 以 给 证 明 下 个 定义 . 

设 丁 是 给 定 的 语句 集 ( 称 作假 定 集 ). 我 们 说 公式 p 从 假定 集 厂 可 证 ,是 
指 能 写 出 一 篇 文章 一 一 公式 的 有 限 序列 ,序列 中 的 每 个 公式 或 者 是 本 的 成 
员 , 或 者 是 一 条 公理 ,或 者 是 由 它 前 面 已 写 出 的 公式 用 推理 规则 (分 离 规 则 或 
推广 规则 ) 推 出 , 且 该 公式 序列 的 最 后 一 个 公式 就 是 p. 此 时 称 该 公式 序列 叫 
做 户 从 并 的 证 明 . 

下 面 再 用 符号 重 述 这 个 定义 . 

公式 p 从 假定 (语句 ) 集 厂 可 证 , 记 作 厂 - p, 是 措 存 在 公式 的 有 限 序列 
PpP1,…,pa, 其 中 p, = 思 , 且 对 每 个 上 =1,…,n 满足 : 

(1) pr ETT, 或 

(2) ps 是 公理 ,或 

(3) 在 pi 之 前 已 出 现 p; 与 p; 一 pi ,或 
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(4) pi 形 为 Y zpi, 其 中 i<k,z 是 某 个 变 元 - 
符合 上 述 条 件 的 p1,…,p, 叫做 户 从 并 的 证 明 . 

当 古 是 空 集 时 , 厂 F p 写成 + p, 此 时 称 p 为 该 系统 的 定理 . 从 上 面 关 于 
证 明 的 定义 立即 可 看 出 下 面 的 重要 性 质 : 

紧 致 性 ” 设 矿 + p, 则 存在 厂 的 有 限 子 集 4 使 A 上 Fp. 

紧 致 性 成 立 的 理由 是 : 写 出 p 从 古 的 证 明 时 ,只 会 用 到 本 的 有 限 个 语句 . 
(证 明 的 本 身 是 有 限 长 的 语句 串 . ) 

我 们 说 语句 集 厂 无 矛盾 ,是 指 任何 公式 g 都 不 会 使 让 H g 与 TH 一 g 同 
时 成 立 . 否则 说 厂 有 矛盾 , 即 存在 公式 g 使 忆 F 9 与 忆 上 一 4 同时 成 立 . 由 关 
于 证 明 的 紧 致 性 命题 知 : 

语句 集 芽 无 矛盾 , 当 且 仅 当 古 的 所 有 有 限 子 集 都 无 矛盾 . 

例 1 证 明 F- 3x(x=xz). 

这 需要 写 出 语句 了 3 x(x = xz) 的 一 个 证 明 ( 没 有 假定 集 ). 首先 注意 xz =z 
是 等 词 公理 (等 词 公理 第 一 种 模式 的 特例 ), 再 注意 存在 量词 与 全 称 量词 的 关 
系 ; 

3zr(r=r)W— Yr (r=7). 

这 翌 我 们 可 以 按 步 写 出 习 z(z= 工 ) 的 -个 符合 定义 要 求 的 证 明 如 下 : 

(1) z=z (等 词 公理 ) 

(2) Yr—(r=7)>— (r=7). 

(量词 公理 第 二 种 模式 的 特例 , 取 p 为 一 (z= 二 +), 取 z 为 +.) 
(3) (Vr—(r=7)> (r=7))>((r=7) > Yr (r=7)). 


(这 是 永 真 式 (p 一 一 g)-(g-* 一 p) 的 特例 .) 


(4) (z=7I)>— Yr—(r=7) (由 (2) 与 (3) 用 分 离 规则 ) 
(5) 一 Yz 一 (z=z) (由 (1) 与 (4) 用 分 离 规则 ) 
此 即 3x(x=xz). 


以 下 练习 属于 逻辑 练习 ,与 后 文 关系 并 不 直接 ,可 暂 先 不 做 ,或 先 只 选 做 
一 部 分 . ， 
练习 1 ”证 明 以 下 结论 ( 卫 是 语句 集 ). 
1” 车 厂 有 和 蔬 盾 , 则 任 一 公式 pp 从 厂 可 证 . 
“2* (演绎 定理 )F F pg 当 且 仅 当 TU |p| hg, 其 中 9 是 任意 公式 ， 户 
是 任意 语句 . 
3” ( 反 证 律 ) 若 TU | 一 p| Fg 及 一 q, 则 厂 F p, 其 中 是 任意 公式 ,pp 
是 任意 语句 . 
4”( 归 刘 律 ) 若 TU 1pi Hg 及 一 g, 则 卫 上 一 轧 , 其 中 g 是 任意 公式 , 户 
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是 任意 语句 . 
(3" 中 反 证 律 与 4 中 归 课 律 有 什么 不 同 ?) 
演绎 定理 、 反 证 律 与 归 谓 律 的 一 个 共同 特点 是 :用 增加 新 假定 的 方法 使 证 明 比 
较 容易 进行 . 
5 |YVzpilt 3zp. 
6”， 若 Fperg, 则 上 一 pe*zg. 
7” 若 Fpmq 且 Frers, 则 FpAr)>(qgAs), tpVr)o(gV s). 
8” 若 Fp(rz)erg(z), 则 FYVzp(rz) Yrq(r), HF Izp(r)e 
3zg(x). 
下 面 的 练习 2 可 用 来 检测 一 下 自己 的 逻辑 水 平 . 
练习 2 尝试 依靠 自己 已 有 的 逻辑 知识 判断 以 下 公式 中 哪些 是 谓词 演算 
的 定理 . (思考 时 可 对 公式 中 出 现 的 符号 在 自己 设想 的 论 域 中 作出 解释 ,也 就 
是 从 语义 上 进行 具体 内 容 的 考察 ,而 不 必 从 语法 上 证 明 或 否 证 . ) 
1 Vzp(z)mwYVyp(y),y 不 在 p(x) 中 出 现 (p(x) 是 某 个 公式 ,以 下 
2” zp(z)]yp(y),y 不 在 p(z) 中 出 现 . 
3 一 VYzh(z) 一 了 z 一 户 (z). 
4” 一 3zbh(z) 一 Yz 一 户 ( 工 ). 
5 VzrVyp>VYyYzp. 
6 3z3xw 一 jy3jxzzp. 
7” Yr( 一 p(z) 一 一 p(c))，c 为 常 元 . 
8” zxzVYyR(z,y)>YVyzR(z,y),R 是 某 个 二 元 谓词 (以 下 同 ). 
9”Yz3xRCz,y) 一 3yYVzRCz,y). 
10” YzVRCr,y) 一 RCz,y). 
11” VzrVyR(r,y)>VYzrR(r,r). 
12” YzR(r,zr) 一 3yYVzRCzr,y). 
13” YVxz(p(z)Aqg(z)) 一 (Yzb(z) 人 A 人 VYzg(z)). 
14” 3z(p(z)Aq(z)) 一 (了 xzb(z)A 人 3 习 zg(z)). 
15” YVz(bp(z)Vaq(zr))e(YzpGz)VYVzdgCz)). 
16” 3z(p(z)Vgq(r))*>*(3zp(z)V3 习 zqo(z)). 
17” Yz(b(zr) 一 dg(z)) 一 (Yzh(z) 一 Yxzg(z)). 
18” Yr(pq)”(p 一 VY xzq),x 不 在 p 中 自由 出 现 . 
19” 3z(p 一 gq) 一 (Pp 一 3 xzq),z 不 在 p 中 自由 出 现 . 
“20” Yr(pg) 呈 (3 xp 一 gq),z 不 在 g 中 自由 出 现 . 
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“21” 了 rz(p 一 da) 一 (Yzb-qg),z 不 在 g 中 自由 出 现 . 
练习 3 (对 偶 律 ) 设 语句 p 中 出 现 的 命题 连接 词 是 一 , V 与 人 . 把 pp 中 
所 有 原子 公式 都 改 为 它们 的 否定 ,V 与 人 互 的,V 与 习 互 换 , 得 p". 试 证 
十 力 ”< 一 旋 . 
“练习 4 设 T=TU|3zp(z)>p(c)|, 常 元 c 不 在 p(z) 中 出 现 . 试 证 
车厂 无 矛盾 , 则 帮 也 无 荐 盾 . 


2.2.3 数学 形式 系统 举例 一 一 形式 算术 


近代 数理 逻辑 为 数学 研究 提供 了 一 种 肠 新 的 方法 一 一 形式 化 的 方法 , 谓 
词 演算 就 是 这 种 方法 的 大 框架 . 各 种 具体 的 数学 形式 系统 一 般 都 是 特殊 的 带 
等 词 的 谓词 演算 系统 . 

采用 形式 化 方法 ,研究 者 有 很 大 的 选择 自由 : 

第 一 ,语言 选取 是 自由 的 (这 里 的 语言 指 字母 表 除 一 般 逻 辑 符号 外 的 部 
分 ,包括 常 元 ,函数 符 与 谓词 )， 

第 二 ,公理 选取 是 自由 的 ， 

第 三 ,对 语言 作 何 具体 解释 是 自由 的 . 

仅 以 语言 选取 为 例 : 群 论语 言 是 | * ,el ,其 中 * 是 一 个 二 元 运算 符 ,e 是 
常 元 ; 环 论语 言 是 | + ,* ,0| ,其 中 + ,* 都 是 二 元 运算 符 ,0 是 常 元 ; 域 论语 言 是 
{+ ,*",0,1|, 比 环 论 多 一 个 常 元 ; 序 域 理论 的 语言 是 | < ,+ ,* ,0,1| , 比 域 论 多 


光 是 算术 , 它 的 形式 系统 就 是 多 种 多 样 的 . 下 面 介绍 常见 的 一 种 形式 算 
术 , 有 时 称 作 Peano 形式 算术 . (注意 在 第 一 章 1.2.3 中 介绍 的 Peano 自然 数 
理论 并 不 是 形式 系统 . ) 


语言 (不 包括 逻辑 符号 的 字母 表 ): 
Y=|{+,*,s,0}, 
其 中 + ,* 都 是 二 元 运算 符 ,s 是 一 元 函数 符 (叫做 后 继 运 算 符 ),0 是 常 元 符 . 
算术 公理 


NI VYz(s(z)#0) (s(z)#0BPp—(s(z)=0)). 

N2 YVzYy(z 天 ys(z) 天 sx(y)). 

N3 VYz(z+0= 工 ). 

N4 Vzyy(z+s(y)=s(Cz+y)). 

N5 Vz(Cz:0=0). 

N6 VzVy(zr's(y)=zy+ 工 ). 

N7 (p(0)AVz(p(z)>p(s(z)))) 一 VY zp(z), 其 中 p(x) 是 任意 公 
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式 . 

注意 以 上 公理 NI 一 N7 与 1.2.3 中 介绍 的 Peano 公理 PAl1 ~ PAS 的 异 
同 . 因为 后 继 函 数 与 0 进入 语言 多 原 Peano 公理 的 PA1 与 PA2 已 成 多 余 . 
NI1 是 PA3,N2 是 PA4. N7 中 的 公式 p(z) 严 格 限制 为 能 用 现在 的 语言 4 写 
出 的 公式 . 集 论 符号 没有 进入 4 这 使 得 N7 的 适用 范围 小 得 多 . N3 一 N6 是 
对 进入 4 的 + 与 "所 作 的 规定 . 

上 面 的 形式 算术 系统 有 一 个 重要 特点 , 那 就 是 能 用 机 械 程序 (或 说 算法 ) 
确定 以 下 事项 : 

1” 任 一 2 符号 串 是 不 是 项 ,是 不 是 公式 . 

2” 任 一 多 .公式 是 不 是 公理 (算术 公理 或 逻辑 公理 ). 

3” 任 一 有 限 长 的 2 公式 序列 是 不 是 从 算术 公理 集 的 证 明 . 

由 于 Peano 形式 算术 具有 上 述 性 质 ( 即 能 机 械 地 鉴别 它 的 证 明 ) ,我们 称 
它 是 “递归 可 公理 化 "的 . 关于 它 有 以 下 重要 结论 . 

第 一 , 按 Godel 不 完备 性 定理 , 若 它 是 无 矛盾 的 , 则 它 一 定 是 不 完备 的 , 即 
存在 它 的 不 可 判定 语句 . (对 于 该 系统 ,无 矛盾 性 与 完备 性 不 可 兼 得 . ) 

第 二 , 若 它 是 无 矛盾 的 , 则 它 的 无 矛盾 性 在 它 这 个 系统 内 得 不 到 证 明 . 

第 三 , 它 是 不 可 判定 的 , 即 不 存在 算法 可 用 来 确定 任 给 的 公式 是 否 从 它 的 
公理 集 可 证 . 

关于 对 以 上 结论 的 意义 的 理解 与 讨论 ,可 参看 [68] . 

Peano 形式 算术 有 一 个 意 想 的 解释 域 一 一 自然 数 集 N. 人 们 原 想 从 该 系 
统 的 公理 集 出 发 能 机 械 地 抓 住 关于 自然 数 的 所 有 真 命题 ,这 种 想法 已 被 证 明 
是 不 能 实现 的 . 对 这 一 事实 进行 更 深入 地 思考 后 发 现 ,满足 该 系统 前 述 所 有 
公理 的 结构 不 是 惟一 的 . 除了 自然 数 集 N, 算 术 公理 还 有 其 他 的 模型 . 关于 这 
一 点 及 其 重要 意义 ,后 面 我 们 还 要 进一步 讨论 。 


第 三 章 ” 集 论 基本 概念 


学 习 集 论 , 可 为 学 习 现代 数学 知识 作 准 备 . 但 从 数学 基础 的 角度 学 习 集 
论 ,意义 远 不 止 于 此 . 我 们 将 会 看 到 :只 需 少量 关于 集 的 基本 性 质 的 一 些 规 
定 ,( 这 是 很 小 的 基底 !) 便 可 建 起 数学 主体 大 厦 . 事情 怎么 会 是 这 样 ? 亲身 经 
历 一 次 从 集 论 基底 到 数学 主体 的 一 段 路 程 ,无 疑 会 帮助 我 们 认识 数学 的 本 质 ， 
数学 方法 的 特点 ,数学 被 广泛 应 用 的 原因 以 及 数学 内 在 的 统一 性 . 

本 章 介 绍 ZF 的 前 几 个 公理 ,建立 起 集 论 基本 概念 ,并 在 ZF 框架 内 走 到 
古典 数学 的 源头 . 


$3.1 ZF 语言 


最 常用 的 集 论 系统 是 ZF( 参 见 1.3.6). 这 是 一 种 特殊 的 带 等 词 的 谓词 演 
算 , 是 有 精确 语法 的 形式 语言 . 

ZF 的 字母 表 很 简单 :除了 一 般 的 包括 等 词 的 逻辑 符号 ,只 有 一 个 二 元 谓 
词 E . 除了 个 体 变 元 ,ZF 没有 别 的 项 ,原子 公式 只 有 两 种 形式 :z = y 与 
zzEy，, 其 中 zy 是 任意 变 元 . 

个 体 变 元 表示 集 . 对 公式 zxE y 的 自然 解释 是 : 集 z 是 集 y 的 元 素 . 这 
样 ,每 个 公式 也 就 自然 解释 为 某 个 关于 集 的 命题 ,例如 ,公式 

Vr(rEar€b) 
表示 命题 “ 集 a 的 每 个 元 素 都 是 集 4 的 元 素 ”; 公 式 

I3rvVy(—(y € x)) 
表示 命题 “存在 着 没有 任何 元 素 的 集 ”. 反 过 来 ,可 以 把 关于 集 的 命题 翻译 成 
公式 . 例如 ,命题 “存在 把 一 切 集 作为 自己 成 员 的 集 ” (不 论 其 真 假 ) 可 翻译 成 
公式 

3zrVvy(y € zx); 
命题 “存在 以 集 a 和 集 b 为 仅 有 元 素 的 集 " 可 翻译 成 公式 
3zrYy(y€E ro(y=aV y= 6)). 
公式 一 (z=y) 常 写作 z 天 >, 公 式 一 (zEy) 常 写作 zy. 为 了 方便 , 常 在 公 
式 中 引进 一 些 缩写 ,例如 ， 
Yr (zEa-zEb) 缩 写 为 <Cb( 或 0 一 a), 读 作 ”“a 是 5 的 子 集 
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Vx (zxEap(z)) 缩 写 为 YrzEa p(x), 意 为 “每 个 a 中 元 素 x 皆 具 有 
性 质 p(z)”; 

3z (zEaAzp(z)) 缩 写 为 3zEazp(z), 意 为 "存在 a 中 元 素 z 具有 性 
质 轧 (z) 

3z(pn(z)AYVy(P(y) 一 >y= 工 )) 缩 写 为 了 ! zxp(z), 意 为 “惟一 存在 工 
具有 性 质 p(z)”. 

在 ZF 系统 中 ,等 词 公理 (参见 2.2.2) 只 有 以 下 两 种 形式 : 

(1) z=z. 

(2) r=y— (p(zr)—=p(y)). 
其 中 p(y) 是 用 y 替换 公式 p(x) 中 (一 处 或 多 处 ) 自 由 出 现 的 x 所 得 结果 , 且 
y 不 在 p(z) 中 出 现 . 一 个 具体 例子 是 : 

r=y(z€Er+z€y). 

公式 中 除了 为 方便 起 见 引进 新 符号 ,有 时 其 至 还 夹 进 一 些 普通 语言 . 这 
样 做 可 使 公式 更 紧凑 ,意义 更 容易 理解 . 凡 引进 的 新 符号 及 日 常用 语 必 要 时 
总 可 消去 ,总 可 回 到 原来 的 语言 . 


$3.2 外延 公理 与 内 涵 公 理 


关于 集 , 数 学 上 最 早 采用 的 是 Cantor 的 朴素 的 概念 : 

把 人 们 直观 的 或 想象 的 一 些 确定 的 可 区 分 的 对 象 汇总 在 一 起 成 一 整体 ， 
便 是 一 个 集 . 

按 这 样 的 朴素 概念 ,形成 一 个 集 是 很 自由 的 ,几乎 不 受 限制 . 但 性 论 的 出 
现 说 明 ,不 加 限制 地 使 用 “集合 ”一 词 会 出 毛病 . 形成 一 个 集 , 必 须要 有 一 些 限 
制 ,必须 要 有 一 些 规定 . 集 论 公 理 系统 ZF 就 给 出 了 这 样 一 些 规定 . 下 面 我 们 
要 逐个 介绍 ZF 这 个 系统 的 公理 . 在 这 个 系统 的 论 域 中 只 有 集 . 除了 集 ,这 个 
系统 没有 别 的 研究 对 象 . 

对 集 的 限制 也 不 能 太 死 . 限制 太 死 , 集 太 少 ,甚至 没有 了 . 首先 要 肯定 集 
存在 . 我 们 用 ZF0 表示 肯定 集 存在 的 公理 : 

ZF0( 集 存在 公理 ) 本 z(z= 工 ). 
这 条 公理 是 为 了 保证 集 论 论 域 非 空 . 事实 上 ,这 条 公理 是 带 等 词 的 谓词 演算 
的 逻辑 定理 (参见 2.2.2 例 1) ,本 可 以 不 作为 公理 写 出 来 . 现在 写 出 来 ,是 为 
了 强调 一 下 论 域 非 空 . 真正 ZF 系统 的 公理 是 从 下 面 的 外 延 公 理 开始 的 . 

ZF1( 外 延 公理 (The Axiom of Extensionality) ) 

Yr(rE€Eamr€b) >a=b. 
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这 条 公理 的 意思 是 :两 集 若 有 相同 的 元 素 , 则 相等 . 这 就 是 说 ,一 集 完全 由 它 
的 成 员 确定 , 即 完全 由 它 的 外 延 确定 . 
作为 数学 的 基础 , 集 论 只 研究 集 之 间 的 一 般 关系 ,而 它 所 研究 的 最 基本 的 
一 般 关 系 又 只 有 两 个 :相等 ( = ) 与 归属 (€ ), 其 他 关系 都 由 = 与 E 演变 而 来 . 
外 延 公 理 对 这 二 者 (= 与 € ) 之 间 的 联系 作 了 明确 的 规定 . 于 是 , 集 之 间 最 原 
始 的 基本 关系 只 剩 下 一 个 E. 对 于 我 们 的 研究 对 象 一 一 集 , 除 了 归属 关系 ,我 
们 不 研究 也 不 去 管 集 本 身 有 什么 实际 的 具体 内 容 . 由 此 可 以 看 出 数学 这 门 科 
学 的 特点 :抽象 性 ,精确 性 和 应 用 的 广泛 性 . 
“ 集 由 外 延 完全 确定 ”, 这 一 规定 作为 集 论 的 第 一 公理 之 所 以 能 够 很 好 地 
服务 于 数学 ,从 根本 上 也 表现 了 数学 从 量 的 方面 观察 世界 的 这 一 本 质 特征 . 
外 延 公理 也 可 写成 
(aCbVbCa)—ra=b. 
为 证 明 二 集 a 与 5 相等 ,可 分 开 证 明 aCb6 与 Ca 这 两 件 事 . 
外 延 公 理 是 个 蕴涵 式 . 根据 等 词 的 替换 性 ,该 董 涵 式 的 反方 向 也 成 立 : 
a=b>VYr(r€amr€b). 
两 个 方向 合 起 来 ,有 
Vr(rE€Eamrr€b)ra=b, 
即 
(aCbVbCa)va=b. 
注 为 了 便于 理解 ,上 面 给 出 的 外 延 公 理 ZF1 是 简略 形式 ,其 中 a,2 表 
示 任 意 集 . (公式 前 面 省 略 了 量词 Ya Y 5b.)ZF1 可 以 更 形式 地 写成 语句 : 
VrVy(Yz(z E rmzEy) r= y). 
如 何 形成 一 个 集 ,定义 一 个 集 ? 一 种 方法 是 :明确 一 一 列 出 该 集 有 哪些 元 
素 . 这 种 具体 规定 集 的 外 延 的 “外 延 定义 法 "数学 上 往往 行 不 通 ,特别 对 于 无 
限 集 . 下 面 的 内 涵 公 理 给 出 的 方法 是 数学 上 常用 的 基本 方法 ,但 更 加 规范 . 
ZF2( 内 涵 公 理 (The Axiom Schema of Comprehension)) 设 * 为 已 知 集 ， 
则 
3yYzr (rEy™ rEsNp(r)), 
其 中 p(z) 是 任 一 公式 ,y 不 在 其 中 出 现 . 


| sid 


直观 上 ,内 涵 公 理 断 言 存在 一 个 集 >, 它 由 集 5( 已 知 集 ) 中 具有 性 质 户 () 


$3.2 外延 公理 与 内 涵 公 理 ps 


的 那些 x 组成. 显然 ,y 是 s 的 子 集 . 用 公式 p(xz) 表 示 的 性 质 确定 了 y 这 个 
子 集 的 存在 . 这 个 性 质 是 用 集 论 语言 精确 给 出 的 ,所 以 它 精 确 地 规定 了 y 在 s 
中 的 规模 . 公理 要 求 变 元 y 不 在 p(z) 中 出 现 ,是 为 了 避免 变 元 干扰 ,公理 所 
断言 存在 的 集 y 不 应 预先 出 现在 公式 p(xz) 中 . 正如 通常 所 说 ,定义 项 不 能 直 
接地 或 间接 地 包括 被 定义 项 ;后 者 (被 定义 项 ) 本 不 明确 (这 才 需 要 定义 ), 而 前 
者 (定义 项 ) 必 须 事先 完全 明确 . 
注 把 ZF2 写成 语句 ,应 该 是 : 
Vs3yVvz(rzEyezEsA 人 zz)). 
内 涵 公理 通常 又 称 作 分 离 公理 或 概括 公理 . 它 是 一 种 公理 模式 ,其 中 含 
有 无 数 条 公理 一 一 每 个 公式 p(z) 都 对 应 着 一 条 公理 . 
已 知 一 个 集 *, 按 ZF2 可 以 用 随便 一 条 性 质 p(xz) 定 义 出 s 的 子 集 y. 现 
在 的 问题 是 ,对 给 定 的 s 及 p(xz), 这 个 集 y 是 不 是 惟一 的 ? 
命题 1 对 给 定 的 集 s 及 公式 p(xz), 内 涵 公 理 所 断 言 存 在 的 集 y 是 惟一 
的 : 
3lyYyr (rE€Ey~ rE€Es A plzr)). 
证 给 定 s 和 p(z), 设 y 和 z 都 是 ZF2 所 断言 存在 的 集 , 即 同时 有 
Vz(rzEye IEsA 人 hp(z)) 
及 
Yr(rEzmrE€Es hp(r)). 
由 此 得 
Vz(rzEyezcez)， 
再 由 外 延 公理 ZF1 得 >==. 0 
有 了 命题 1, 我 们 可 按 习 惯 将 ZF2 中 的 
VYVrzGrEyewzEsA 人 pz)) 


缩写 成 
y= 1zlzr€s hp(z)}, 
或 
y= lzE€silp(zr)}. 
内 涵 公 理 现 可 写成 


Vs3y (y= ilzEslz(z)l)( 公 式 户 工 ) 中 不 含 >). 
集 论 在 公理 化 以 前 ,人 们 常 自由 地 形成 集 1z19p(z)}, 其 中 p(xz) 是 关于 
z 的 某 种 性 质 . 这 种 不 加 限制 地 形成 集 的 方式 可 能 会 产生 矛盾 ,例如 产生 了 
罗素 悖 论 : 令 b= 1zlz 自 ci , 则 有 
bEb > bgb. 
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现在 根据 内 涵 公 理 ,不 能 说 | z| p(x)| 一 定 是 集 . 罗素 悖 论 中 的 
b={zrlrgr} 
则 肯定 不 是 集 . 要 规定 一 个 集 , 不 能 光 赁 一 条 性 质 ;而 是 手头 上 预先 要 有 一 个 
集 s, 在 :内 部 用 公式 p(z) 去 形成 的 子 集 . 按照 内 涵 公 理 ,罗素 悖 论 就 可 以 
避免 了 . 
集 是 存在 的 (ZF0) ,但 至 此 我 们 尚未 见 到 一 个 具体 的 集 . 现 取 * 为 任意 一 


.个 集 . 按 内 涵 公 理 及 命题 1, 用 公式 xz 天 z 可 以 惟一 定义 一 个 集 


y=fizEslz 天 zl. 

我 们 把 这 个 集 叫 做 空 集 (empty set) , 记 作 纪 . 这 是 没有 元 素 的 集 .( 若 它 
有 元 素 x , 则 z 天 z, 与 工 = 工 矛盾 . ) 因 为 好 这 个 集 没有 元 素 ,按照 外 延 公理 ， 
人 与 定义 它 时 选择 的 集 * 无 关 . 

空 集 名 是 我 们 见 到 的 第 一 个 具体 的 集 . 为 了 形成 其 他 集 ,还 需要 有 新 的 
公理 . 

关于 集 ,有 一 种 直观 上 合理 的 思考 方式 :形成 一 个 集 a ,要 给 它 选择 成 员 ; 
这 些 成 员 理所当然 在 a 形成 之 前 就 事先 已 经 是 形成 了 的 . 这 就 像 盖 房 子 , 所 
用 材料 必须 是 事先 已 有 的 材料 ZFC 的 公理 的 提出 ,都 是 与 这 种 思考 方式 一 
致 的 . 

练习 1 设 s 是 某 个 集 . 令 5b=|r€Es|lzKrl. 试 证 : 

(1) bgb, (2) bgs. 

然后 回答 :是 否 存在 把 一 切 集 都 作为 自己 元 素 的 集 ? 

思考 题 1 ZF 语言 中 没有 如 这 个 符号 . 引进 它 是 为 了 方便 . 怎样 消去 
它 ? 例如 ,怎样 用 原 语言 来 表示 y= BD 与 DEz? 


$3.3 无 序 对 公理 


用 前 面 已 有 的 公理 可 以 形成 空 集 纪 这 个 具体 的 集 . 除了 名 ,是 否 还 有 别 
的 集 ? ZF0 肯定 了 集 是 存在 的 ,但 未 说 集 有 多 少 . ZF1 对 = 与 € 的 关系 作 了 
规定 ,但 它 不 是 一 个 用 来 形成 新 集 的 公理 . ZF2 可 用 来 形成 集 , 但 它 只 允许 在 
一 已 知 集 内 形成 新 集 ,这 种 新 集 不 会 比 原 集 更 大 . 总 之 ,关于 是 否 存在 除 空 集 
外 的 其 他 集 ,前 面 的 公理 没有 提供 任何 信息 . 

ZF3( 无 序 对 公理 (The Axiom of Pair)) 设 a,b 为 已 知 集 , 则 

3yYr(r€Eym (r=aV r= 6)), 
上 式 常 简写 成 
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3y(y= {zliz=aVz= 6}), 
或 更 简单 地 写成 
3y (> = la,b}). 
按照 外 延 公理 ,ZF3 对 给 定 的 集 a 与 集 b 所 断言 存在 的 集 ia ,2 是 惟一 的 . 集 
fa ,bp 叫做 a 与 5 的 无 序 对 . 
无 序 对 公理 可 以 更 形式 地 写成 语句 : 
Yayp3>yzrzEeoyz=aVz=0)). 
更 直观 点 ,无 序 对 公理 是 说 : 
车 a,b 是 集 , 则 ia ,6 是 集 . 
无 序 对 |a ,6b1 是 以 a 与 5b 为 仅 有 成 员 的 集 ,其 中 a 与 4 可 以 不 等 ,也 可 以 相 
等 . 当 a=b 时, 记 jal= a,al, 叫 做 由 集 a 形成 的 独 元 集 . 

有 了 无 序 对 公理 ,可 以 用 来 形成 许多 新 的 集 , 如 | 1,1@ ,ZH1 ,1H}， 
{名 ,1H ,等 等 . 

在 无 序 对 a,b| 中 ,a 和 4 的 地 位 是 平等 的 :1a ,b! = 165,al. 若 想 要 让 a 
与 4 的 地 位 有 所 区 别 , 应 如 何 做 ?为 使 集 论 服务 于 数学 ,这 是 重要 的 事 . 集 论 
的 展开 ,必须 引进 有 序 对 的 概念 . 

以 集 a 为 先 集 5 为 后 的 有 序 对 (ordered pair) 用 (a ,5) 表 示 ,是 指 集 

(a,b) = llal,la,bl}. 
这 样 来 定义 有 序 对 ,理由 是 清楚 的 :从 1a} ,1a,b|} 中 我 们 看 见 了 集 a 与 集 
45, 同时 还 看 见 了 a 与 5 的 地 位 有 所 不 同 . 除非 a = 5, 否则 不 会 有 (a,b)= 
(45,a)( 见 下 面 命题 1). 

在 有 序 对 (a ,5b) 中 ,我 们 常 按 习 惯 说 a 是 第 一 坐标 或 第 一 分 量 ,6 是 第 二 
坐标 或 第 二 分 量 . 

按 定义 ,有 序 对 是 集 , 且 具有 性 质 : 

命题 1 (a,)=(c,d) 一 (a=cA 人 Ab=d)-. 

证 情形 1, a=b. 此 时 由 (c,d)=(a,a) 得 

let,le,dt} = {flat,ta,at} = Hal,tal} = tla}l, 
于 是 有 |c ,di= ia| ,进而 得 c=d=a. 
情形 2, ae 天 4. 此 时 |c} 关 1a,b| ,否则 c=a=6b. 由 
fch,le,dt} = {lal,ta,ol! 
可 得 cl= jal 和 |a,6}=1c,d|, 前 者 导致 c=a, 进 而 由 后 者 得 6=d. 口 

有 序 对 的 定义 方式 不 是 惟一 的 . 但 定义 方式 并 不 重要 ,重要 的 是 是 否 具 
有 命题 ! 中 的 性 质 ;只 要 有 此 性 质 ,不 管 构造 方式 如 何 ,应 用 是 一 样 的 . 

思考 题 1 设法 用 另 一 种 方式 来 定义 有 序 对 (a ,6) ,使 命题 1 也 成 立 . 
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利用 有 序 对 可 以 进一步 定义 
(a,b,c)= ((a,.b),c), 
(c,b,c,d)= ((a,b,c),d), 


它们 都 具有 相应 于 命题 1 的 性 质 . 
思考 题 2 作为 集 (a ,pb) 与 (a,b,c) 各 有 几 个 元 素 ? 
利用 无 序 对 公理 ZF3 形成 的 很 多 新 集 形式 上 可 能 很 复杂 ,但 有 个 共同 
点 :至 多 有 两 个 成 员 , 即 至 多 是 二 元 集 . 想 要 得 到 更 大 的 集 ,需要 有 新 的 公理 . 
练习 1 以 下 结论 哪些 是 正确 的 ? 


(1) CE (2) CC (3) ZE lI}. 

(4) CC (5) [CC (0 igiEig}. 

(7) SellgH. (8) CC 有 (9) {gi€Et{IgH. 
(10) IgiCcl{gHl. (1D CE ,IO (12) lgiElS ,gH. 


(13) HgllEIS, {gH. (14) {gHCIg, ZH. 

练习 2 对 于 以 下 条 件 分 别 判 断 a,b,c,d 之 间 有 什么 关系 ,并 证 明 所 作 
的 判断 . 

(1) tla,bl,cl= 1ial,cl. 

(2) 1la,bl, lcll= 1all. 

《3) llal, BH, 村 三 和 和 ce Zh, {iatHl. 

练习 3 设 (a,b,c)=(a ,bc ) ,证 明 a=a ,=bc=c 


$3.4 并 集 公 理 与 备 集 公理 


一 种 构造 集 的 方式 是 :把 已 知 的 一 些 集 并 在 一 起 ,由 这 些 集 的 所 有 元 素 汇 
合 起 来 组 成 新 集 一 一 并 集 . 原来 的 这 些 集 的 个 数 是 任意 的 ,例如 ,可 以 是 两 
个 ,三 个 或 任意 多 个 . 这 些 集 的 集 ( 族 ) 在 下 面 的 并 集 公理 ZF4 中 用 a 表示 . 

ZF4( 并 集 公理 (The Axiom of Union)) 设 a 为 已 知 集 , 则 

JyVYr(r Ey 3tE€Ea(lr€ 1)), 
上 式 可 简写 成 
3y(y= {rl 3rtE€a(zr €1)}), 

其 中 把 [xz131Ea(zEt)| 记 作 Ua. 

ZF4 肯定 了 Ua 是 集 , 我 们 把 它 叫 做 a 的 并 集 . 具体 地 说 ,Ua 是 把 a 的 
成 员 并 起 来 所 得 的 集 , 即 把 a 的 所 有 元 素 的 元 素 汇合 起 来 构成 的 集 . 换 句 话 
说 ,Ua 的 元 素 就 是 a 的 某 个 成 员 的 元 素 : 


$3.4 并 集 公理 与 等 集 公理 .67 . 


rE€EUaw ItEa(r€t). 

例 1 (1) Uls,zl=izlzEsVzrEtl, 这 个 集 常 写成 *Ut, 以 符合 通常 
习惯 . 

(2) Ullz,yt, ztl= {zr,yl Ulzl= julu=rzVu=yVu=z|, 这 个 
集 简 记 为 |z,y,z| ,叫做 无 序 三 元 组 . 类 似 ， 

U {lz,y,zt, {vll ={z,y,ztU fv} 

=lulu=zVu=yVu=zVu=wvwl, 

这 个 集 简 记 为 {z,y,z ,vl ,叫做 无 序 四 元 组 . 并 集 公理 使 我 们 可 以 得 到 元 素 
越 来 越 多 的 集 . 

(3) Ufla,bo,cl=izlzEaVzEbVzrEcl, 这 个 集 按 通常 习惯 仍 记 为 
aUbUc. 类 似 写 

Uilzbc'dl=aUpoUcUdz. 

(4) UG=g,UIOE=GOUHCGHE=HOUilal=a. 

下 面 引进 交集 概念 . 交集 的 形成 不 需要 新 的 公理 . 

设 a 关 如 , 则 集 a 的 交集 ,用 门 a 表示 ,是 指 a 的 所 有 成 员 的 全 部 公共 元 
素 的 集 

na=lzcUalytEeazeEt)l. 

非 空 集 a 交集 门 a 是 用 内 涵 公 理 作为 Ua 的 子 集 定义 的 . 

按 通 常 习惯 , 写 

nilst=lrzlzcesAzEtl=sfnt， 
Nistul= lrzliz€EsAr€ErtArEul=sNtNu. 

例 2 设 a= {1@ ,OHH 和 @1 ,HH 和 BH4, 则 Ua=12,1@g1， 
{gill,Na= {gH. 

集 a 对 集 6 的 差 , 用 a -6 表示 ,是 作为 a 的 子 集 用 内 涵 公 理 定义 的 : 

a-b={r€alzgb}, 

定义 中 并 不 要 求 5b 是 a 的 子 集 . 当 b 是 a 的 子 集 时 ,a -6 叫做 6 在 a 中 的 余 
集 . 


练习 1 填空 : 

(AUG=_ (2)ANMNG=_. 
(3) AUA=_ (4) ANMNA=_ . 
(5) (A-C)U(B-C)=(4AUB)=_ C. 


(6) (A-B)U(B-A)=(AUB)__(ANMB). 
(7) (A-B)UC=((AUC)-B) (8B__O). 
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(8) A- (BNMNC)=(A-B) (A-O), 
A-(BUC)=(A-B) (4A-C) (De Morgan 律 ). 
(9) A-(B-(C-D))=(A-B)U((A __cC) _D). 
(10) 若 B=AUB, 则 A__B. 
(11) 若 A=ANMB, 则 A__B. 
(12) 若 ACB, 则 (C-B) __(C-A). 
(13) 若 (ANB)UC-A=(ANMB)-C, 革 A__C__(ANB). 
(14) 若 (AUB)-C=(A-C)UB, 则 BnC=_ 
下 面 的 寡 集 公理 可 让 我 们 由 已 知 集 以 更 快 的 速度 形成 更 大 的 集 . 
ZFS( 寡 集 公 理 (The Axiom of Power Set)) 设 a 为 已 知 集 , 则 
3yyz(zEye 工 Ca). 
上 式 可 简写 为 
3y(y=|lzlzCal)， 
或 更 简单 地 写 为 
3y(y = 交 (a)). 
ZF5 所 断言 存在 的 集 (a) 叫 做 a 的 守 集 , 它 由 a 的 所 有 子 集 组 成 . 我 
们 有 
39(G) = 1G， 
六 (lzyl) = 1 ,zi, yt, tz,ytl. 
因为 空 集 是 任何 集 的 子 集 , 所 以 任何 集 的 千 集 都 含有 空 集 . 
例 3 证 明 对 任何 集 a 都 有 :(1)U3 (a)=a,(2)39 (Ua)Da. 
(D)zEUz(a) JtEP(a)(rE1)™ ItCa(r€Et)m rEa. 
(Dr€Ea VYy(yErryE Ua rzrCUar* rEF(Ua). 
此 例 说 明 : U 与 多 是 相反 方向 的 运算 . (2) 的 公式 中 忆 不 能 改 为 = ,这 是 因为 
该 式 左边 的 集 总 含有 纪 这 个 元 素 , 而 a 不 一 定 含有 包 这 个 元 素 . 
练习 2 写 出 la ,bci 的 所 有 子 集 . 集 |1e ,bcsd se, 太 ,5 人 i 刘 的 子 集 
总 共有 多 少 个 ”一般 地 ,n 元 集 的 子 集 总 共有 多 少 个 ? 
练习 3 填空 : 
(1) 若 la,61= a,6,cl, 则 
(2) 若 ija,6bl,cl=|ial,ci, 则 
(3) 若 |ia ,bl ,ici=iiae5 则 . 
(4) 若 |lal,@ 1 ,46431= 掉 fe ,B41, ail 时 , 则 
(5) Ulla,o,cl, a,d,el,la,fl!= 
(6) Ulla,b,cl,la,d,el,la,fll= 
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DNNIlab,la,sll=  . 
(8) (NUilal,ta,bl UUU!al, le -Unileliedh)= 


(YNIF(GD ,88181)),9(9(9(101)))|= 
(10) U(P(1Z,1211)- 12 ,121)= i 
(11) 9(Na)__ NI9(6)lb€Eal. 

(12) 9 (Ua)__UI9(5)lbEal. 

(13) 设 c=ia-zltEbl(0 天 好 ), 则 a -Up= 
(14) (Ua)U(U6)__U(aUp). 

(15) (na)nGno)_ mano), 设 an 0 天 好 . 
(16) (Naj)N(N6)=N(a_ 5), 设 a 天 弛 ,0 天 弛 . 
练习 4 设 rEa 且 yEb. 证 明 (z,y)E99(aUp). 
练习 5 ”分析 以 下 语句 之 间 的 遇 辑 关系 : 


ca 站 po=_ ce， 


(1) YrVy(yE rEary€Ea). (2) YzEa(zCa). 
(3) YzEa(zE9(a)). (4) aCF (a). 
(5) UaCa. 


思考 题 1 是 否 存 在 集 a 满足 (a)Ca? 
思考 题 2 能 否 由 ||al ,la,b},ja,b,cll=|iz}l,izr,y| ,|z,y,zil 扒 
出 结论 : 
a=zpb=yc=z? 
思考 题 3 为 使 ?(Ua)=a,a 要 满足 什么 条 件 ? 
思考 题 4 以 下 结论 哪些 是 正确 的 ? 


(1) 若 aCb, 则 F(a)CF(b). (2) 若 3(a)C39(5), 则 aCb. 

(3) 若 9(a)=3(5b), 则 a=b. (4) 9(aUb)=9(a)U9(O). 

(5) (afb)=9(a) NP(6). (6) 9(a-b)=9(a)-9(6). 

(7) 若 aE6, 则 多 (a)€EF(b). (8) 若 P(a)€E9(5), 则 a€b. 
$3.5 关系 与 映射 


任何 一 门 特 殊 的 科学 ,都 是 一 门 特 殊 的 关系 学 . 集 论 所 要 研究 的 是 集 与 
集 间 的 一 般 关 系 . 


3.5.1 Cartesian 积 集 
在 集 论 框 架 内 表现 数学 ,建立 Cartesian 积 集 的 概念 是 重要 一 步 . 形象 地 
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说 ,Cartesian 积 集 是 各 种 集 关 系 表演 的 舞台 . 
Cartesian 积 集 是 用 有 序 对 来 定义 的 ,不 需要 新 的 公理 ,但 需要 有 下 面 的 命 
题 . 
命题 1 (zEaA 人 yEb) 一 (z,y)E9(9(aUp))， 
证 (zEaAyEb) 一 zl,iz,yiCaUp 
一 [zjtz,ylE9(aU6) 
iizl,lz,yllC? (aUb) 
一 (z,y)E9(98(aeUb)). 0 
命题 1 保证 了 下 面 的 定义 是 合理 的 . 
定义 1(Cartesian 积 ) 由 集 a. 与 集 5 形成 的 Cartesian 积 集 ,用 a Xb 表 
示 , 指 集 
axb= i{(r,y)Ir€EaNAy€ bl. 
a Xb。 是 集 , 因 为 它 是 作为 (F(aU6b)) 这 个 集 的 子 集 用 性 质 YEaVy 
Eb 定义 的 ,符合 内 涵 公 理 的 要 求 . 
ax 是 由 第 一 坐标 取 自 a ,第 二 坐标 取 自 b 的 所 有 那些 有 序 对 组 成 . 平 
面 解析 几何 中 的 坐标 平面 为 我 们 提供 了 一 个 直观 的 Cartesian 积 集 的 例子 . 一 
般 来 说 ,ax 与 5xa 是 两 个 不 同 的 集 . 例如 , 当 z 夫 y 或 zx 天 = 时 ,下 面 两 个 
集 是 不 同 的 : 
{zix{y,z}l={(z,y),(z,z)}, 
{y,zi x{zl=|(y,z),(z,z)}. 
练习 1 设 a=|z,yl,b=|t,u,v|. 写 出 aXb 与 bXa. 
练习 2 设 a=|z,y},b6=1zi,c=|u,vi. 写 出 ax(bXc) 与 
(axb)xe. 
练习 3 以 下 结论 对 吗 ? 
(1) ax(bUc)=(axb)U(axe). 
(2) aU (bxce)=(aUb)x (aUe). 
(3) ax(bUc)=(axb)U(axe). 
(4) a- (bxXc)=(a-b)x(a-e). 
(5) 若 aCcAbCd, 则 axbCecxd. 
(6) 若 aXbCcXd, 则 aCcAbCd. 


3.5.2 关系 


用 什么 办 法 来 表现 数学 中 各 种 对 象 之 间 形 形 色色 的 具体 关系 我 们 从 集 
之 间 最 一 般 的 抽象 关系 开始 . 
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定义 2( 关 系 (relation)) 若 rCaxb, 则 把 叫做 ae 对 5b( 或 a 到 5) 的 一 
个 关系 . 

这 是 一 个 十 分 简单 的 定义 . 集 a 对 集 6 的 一 个 关系 是 由 若干 有 序 对 组 成 
的 ,这 些 有 序 对 的 第 一 坐标 取 自 a ,第 二 坐标 取 自 5b. 若 把 a Xb 想象 成 一 个 
平面 , 则 a 对 4 的 一 个 关系 (Ca xb) 就 是 这 个 平面 的 某 个 部 分 . 

因 BCa x6, 故 杂 也 是 一 个 关系 ,是 a 对 0 的 最 小 关系 . a 对 2 的 最 大 关 
系 是 a xb. 

有 时 把 (z,y)Er 写成 zry 或 r(z,y). (z,y) 外 r 时 ,说 r(z,y) 不 成 立 . 
关系 rCa xb 的 定义 域 (domain) 用 Dom(r) 表 示 , 值 域 (range) 用 Ran(r) 表 
示 , 分 别 是 指 : 

Dom(r) = {xz €al 3y€b(zr,y) Err}, 
Ran(r) = {y€613z€Ea (zr,y) Er|. 
设 rCax6b. r 的 北 关 系 (inverse) 用 rr ! 表 示 , 指 
ri={(y,zxz)1(z,y) € rl. 
我 人 有 Dom(r -1)=Ran(r)，Ran(r 1) =Dom(r). 
设 rCaxb 且 cCa. 关系 -在 c 上 的 限制 (restriction) 用 ~ |c 表示 , 指 
rlc={(r,y)ErIlz€cl. 
rc 也 是 一 个 关系 ,是 c 对 2 的 一 个 关系 . rc 将 r 的 定义 域 缩小 到 c 的 范 
围 内 , 即 : 
Dom(r tc) = Dom(r) NN ec. 
有 时 把 Ran(r 下 c) 记 作 r[c], 叫 做 c 在 关系 ~ 之 下 的 像 . 我 们 有 
r[c]= {y€61Iz€E cr,y) Er. 

设 rCaxb,sCbxc. a 对 b 的 关系 r 与 b 对 c 的 关系 :的 复合 

(composition) ,用 s*r 表示 ,是 用 下 式 定义 的 : 
sor={(z,z)1 3y((z,y) Er A (y,z) € sh}. 
ser 是 a 对 c 的 关系 . 我 们 有 (sr)-1= rs 事实 上 ， 

(sor) t={(z,z)|(z,z)E ser! 
={(z,x)|3y((r,y)ErA(y,2)Es)} 
={(z,z)|3y((y,z)Er A(z,y)Es -9 
=|(z,z)|3y((z,y)Es A(y,r)Er ')} 
he 

例 1 设 a= {i,u,vi,biw,z,y,zj}, 且 zt,wu,v 各 不 相同 ,w,x,y,z 
各 不 相同 . 因 a xb 有 12 个 元 素 , 故 a 对 6 的 关系 总 共有 2?=4096 个 . (a 
xb 有 2 个 不 同 的 子 集 . ) 下 面 是 a 对 6 的 关系 的 几 个 特例 : 
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7rl= |(u,y), (zw), (xz)j， 
mrm=ji(cw),(tz), (uy),(v,y)}, 
r3={(t,y), (usw),(uz)|， 
ra= |(2,7),(u,7),(v,w)}. 
我 们 有 
Dom(ri) = jv,wuj，,r2,r3,74 的 定义 域 都 是 a; 
Ran(r1)=Ran(r3)= |{w,y,z|,Ran(r2)= |w,zx,y|,Ran(rs)= |w, 
zis 
ril=1(y,v0),(w,v),(z,u)!. 
车 取 c= |t,v), 则 有 


rice = {(v,y),(v,w)}, ri[c] = {tw,y!; 
rabe= {tw), tz) (vy), rc] = lw,zyl; 
mc = {(t,y),(v,2)}, r3[c] = {y,z!; 
rabe= 1,7),(v,w)|, rac] = lw,zl. 


车 取 c=|a,Bj,s=|(w,a),(y,a),(y,B),(z,B)1, 则 有 
sor2= {(t,a),(u,a),(u,B),(v,a),(v,pB)!, 
sr4= {(v,a)}. 
例 1 里 四 个 特殊 的 a 对 6 的 关系 中 ,rz,r3 与 rs 具有 性 质 
Vr EaIyE€ bry) Er, i= 2,3,4, 
其 中 x3,r4 又 与 ro 不同 ,进一步 还 满足 “ 单 值 性 ”: 
Vr€Eadly€b(r,y) Er,i= 3,4. 
练习 1 设 a={zx,y,z1,6=|t|. 写 出 a 到 65 的 所 有 关系 . 
练习 2 设 mi,r2Caxb. 填空 : 
(D) (riUrz) = rile (2) (rinr) ri ra 
练习 3 设 rCaxb,cl,cCa. 填空 : 
(D) r[ciUcz]_ rlalUr[les]. (2) r[cnc] rlalNrLe]. 
(3) rler-ez] rel-rlez). (Wr [rloa)] a. 
练习 4 设 rCaxb,Dom(r)=|t,u,vlCa,Ran(r)=|y,zlCb. 填空 : 
(Dr er 和 (2) rr 


3.5.3 ”映射 (函数 ) 


函数 作为 分 析 数学 的 研究 对 象 ,是 从 17 世纪 起 在 对 各 种 运动 问题 的 研究 
中 逐渐 形成 的 . 1692 年 , Leibniz 最 早 采用 了 “函数 ”这 个 术语 . 在 一 段 时 间 


&3.5 关系 与 映射 “4 


内 ,函数 这 个 概念 比较 模糊 . Euler 于 1743 年 引进 了 记号 f(z), 并 明确 地 把 
函数 理解 为 “解析 表达 式 ". Dirichlet 于 1829 年 提出 了 变量 间 对 应 规律 的 函数 
概念 ,至 今 仍 在 数学 书 中 经 常 使 用 . 现代 数学 中 ,函数 这 个 基本 数学 概念 已 在 
集 论 的 框 梨 内 更 为 精确 地 得 到 一 般 化 ,从 而 大 大 拓宽 了 它 的 适用 范围 . 对 此 
有 人 评论 :“ 用 集 论 将 函数 概念 一 般 化 ,标志 着 数学 史上 的 一 个 里 程 碑 . "[%9] 
定义 3( 映 射 (mapping)) 若 a 对 6 的 关系 f(Ca xp) 具有 性 质 : 
VrE€Ead!ly€b((r,y) EN), 
则 了 叫做 a 到 5 的 映射 (或 函数 function). 
了 是 a 到 0 的 映射 , 记 作 f:a 一 b. (x,y)Ef 按 习惯 写成 y= f(x), 这 时 
y 叫 做 zx 在 f 之 下 的 像 ( 或 值 ),z 叫做 y 在 了 之 下 的 原 像 . 
a 到 b 的 映射 了 是 一 种 特殊 的 关系 ,是 以 a 为 定义 域 且 在 b 中 取 值 的 单 
值 性 关系 , 即 f 满足 : 
(D fCaxb, 
(i) Dom(F) = a， 
(ii) (zyD)EFA(zya)Er 一 yi=y( 单 值 性 ). 
上 面 例 1 写 出 的 四 个 a 对 6 的 关系 中 ,x3 与 rs 是 映射 ,但 ri 与 ”: 不 是 . 
ri 与 r2 不 满足 映射 的 “ 单 值 性 ”要求 (x 还 不 满足 (ii) ). 
注意 ,a 到 6 的 映射 /的 值 域 不 要 求 是 整个 取 值 范围 5, 它 可 以 是 5b 的 一 
部 分 :Ran( 有 )Cb, 或 f[a]Cb. 车 f[a]=65, 则 称 /为 满 射 (surjection). 
映射 的 单 值 性 要 求 在 映射 之 下 一 点 只 有 一 个 像 ,但 并 不 要 求 一 个 像 只 能 
有 一 个 原 像 , 即 人 允许 不 同 的 点 有 相同 的 像 . 
若 在 o 到 6 的 映射 /之 下 a 的 不 同 元 素 的 像 各 不 相同 , 即 
Vzbzrzcea(zrli 天 zz 一 (zl) 尖 COzz))， 
则 称 f 是 单 射 (injection) ,或 说 了 是 一 对 一 映射 . 
例 1 中 的 rs 与 r4 都 是 映射 ,但 r3 是 单 射 而 -4 不 是 单 射 . 
由 f:a-b 与 g:b>c 可 得 到 一 个 a 到 < 的 映射 ,叫做 了 与 g 的 复合 ,用 
g。 厂 表示 , 它 是 用 下 式 定 义 的 : 
g°f(z)= g(F(z))， 工 GEa. 
易 知 单 射 与 单 射 的 复合 也 是 单 射 . 
映射 三 的 逆 关 系 广 != |(y,z)|(z,y)E /| 不 一 定 是 映射 . 但 若是 a 
到 6 的 单 射 , 则 广 ! 满 足 单 值 性 条 件 ,是 Ran(/) 到 a 的 映射 . 这 个 映射 三 ' 叫 
做 f 的 递 映射 或 反 函 数 . 
若 f:a 一 b 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 叫做 a 到 6 的 双 射 (bijection). 这 时 a 
中 每 个 元 素 都 在 6 中 有 一 个 像 , 且 只 有 一 个 像 ( 因 f 是 映射 );6 中 每 个 元 素 都 
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在 a 中 有 一 个 原 像 ( 因 f 是 满 射 ), 且 只 有 一 个 原 像 ( 因 f 是 单 射 ). 这 时 以 下 
两 式 都 成 立 : 


VrE€EaI!ly€b (rES, 
Vy€bj3!lr€Eal(r,y Ef, 

后 式 说 明 /-! 也 是 双 射 ,是 b 到 a 的 双 射 . 易 知 两 个 双 射 的 复合 也 是 双 射 . 

设 cCa. 若 g 是 f:a->b( 作 为 a 对 b 的 关系 ) 在 c 上 的 限制 , 即 g = 
fhec, 则 g 是 c 到 4b 的 映射 , 且 有 

VrE€Ec(g(r)= f(x)), 

此 时 地 叫做 5 的 扩张 . 

注意 ,这 里 映射 即 函 数 的 定义 的 特点 . 按 通 常 对 函数 的 理解 ,函数 是 一 种 
对 应 规律 ,是 自 变量 与 因 变 量 之 间 的 对 应 规律 . 现在 的 定义 撤 开 了 这 种 对 应 
规律 的 具体 涵义 ,而 仅 抓 住 对 应 关系 的 外 延 一 一 所 有 由 x (“输入”) 和 y(“ 输 
出 ”) 组 成 的 属于 了 的 有 序 对 (z,y). 

常用 符号 史 表示 a 到 4 的 映射 的 全 体 : 

= 1f1f:a 6}. 

% 是 集 ,因为 6%C3(axb). 显然 , 当 bCc 时 %bC*c. 

注 对 函数 概念 应 作 一 点 说 明 . 按 定义 ,f 是 a 到 4 的 函数 , 指 f 是 以 a 
为 定义 域 的 一 个 a 到 4b 的 单 值 性 关系 . 此 时 如 果 设 5。CB 且 4 和 天 有 B, 那 么 同一 
个 函数 /又 可 看 成 是 a 到 B 的 函数 ,因为 同时 又 是 以 a 为 定义 域 的 a 到 BB 
的 单 值 关 系 (fCa x5。 蕴涵 /CaxB). 问题 是 :前 后 两 种 情形 的 f 是 同一 个 
函数 吗 ? 当 f:ab 是 满 射 时 ,f :a 一 B 不 是 满 射 ,但 f 却 是 同一 个 集 . 好 在 
日 常数 学 中 ,上 述 差异 并 不 产生 严重 问题 . 有 问题 时 可 以 改进 定义 ,例如 用 有 
序 对 (f,65) 来 表示 函数 ,其 中 f 是 以 Dom(/) 为 定义 域 且 在 5b 中 取 值 的 单 值 
性 关系 . 

练习 1 设 f=1( 名 ,|ZB,1@11),(1ZB1, 名 )1. 填空 : 


(1) Dom(P)=_ (2) Ran(F)=_ (3)f(@)=__. 
(4) F(1IOD=- (5) HIGI=_ (INC=_ 
(IT) ANOE=_ (8)FNHG,IGH=_ 


练习 2 设 a=|zi,z2|,b=|t,u,v|. a 对 六 的 关系 有 多 少 个 ? 用 表 列 
出 所 有 a 到 的 映射 . 其 中 满 射 与 单 射 各 有 多 少 个 ? 

练习 3 设 a= lzlvzzvzil,b=iusol. a 对 6 的 关系 有 多 少 个 ? 用 表 
列 出 所 有 a 到 的 映射 .其 中 满 射 与 单 射 各 有 多 少 个 ? 

练习 4 设 f:a->b,alyazCa ,bbaCb .填空 : 

(1) [aiUaz] [al]U7[aoz]. 
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(2) Flainaz] Fanyfaz]. 

(3) flal-az] [ol]- [aa]. 
COR i TE 
(5) fF oN6] fF oINF [6]. 
(6) 6-62] fo fo]. 
(DF fa a. 

(8) FLf™ [61]] bi. 

练习 5 设 a=jizizr2zr3l. 填空 ; 


(1) “a 有 _ 个 元 素 . 

(2) 设 5=|41,t21(41 关 12). 写 出 名 的 全 部 元 素 . 
(3) 2a= 有 

(4) “CQ=_ ， 


* 思考 题 1 能 建立 a 到 ,7(a) 的 双 射 吗 ? 
3.5.3 附 单 值 化 原则 


我 们 是 用 “关系 "来 定义 “函数 "的 . 每 个 函数 都 是 某 个 单 值 性 的 关系 ,要 
求 函数 是 单 值 的 ,这 是 数学 研究 与 应 用 的 需要 . 对 于 任意 一 个 a 对 2 的 关系 
rCaxb, 即 使 Dom(r)= ar 也 不 一 定 是 个 a 到 6 的 函数 ;这 是 因为 不 一 
定 具 有 单 值 性 , 即 ~ 不 一 定 具 有 性 质 : 

VzEa3jglyEpb(zr,y)Er. 

让 我 们 考察 下 面 的 一 条 原则 : 

单 值 化 原则 ”对 任意 关系 rCa xb, 若 它 的 定义 域 Dom(r)=a, 则 可 
以 单 值 化 成 为 以 a 为 定义 域 的 函数 , 即 存在 a 到 的 函数 /Cr. 

这 条 原则 允许 把 个 非 单 值 性 的 关系 “切削 "成 一 个 函数 /. 做 法 可 以 
是 这 样 :a 中 任 一 点 x, 车 在 r 之 下 对 应 于 不 止 一 个 值 ( 像 ) ,那么 从 这 些 值 中 
任 选 出 一 个 代表 作为 函数 值 f(z) 即 可 . 

为 了 具体 理解 单 值 化 原则 的 涵义 ,让 我 们 回 到 3.5.2 例 1, 考 察 例 1 中 的 
关系 r2: 


r2 = {tw0), (2,7), (uy), (vy)}. 
六 不 是 a 到 4 的 函数 (这 里 a= |,u,v),6b6=|w,z,y,z|), 这 是 因为 r; 不 
具有 单 值 性 , 它 的 定义 域 a 中 的 点 t 在 5 中 同时 有 两 个 像 :zw 与 x( 即 同时 有 
(t,w)Erz,(t,T)Er2). 现 为 了 单 值 化 ,可 选择 两 个 像 中 的 一 个 (随便 娜 一 
个 ), 例 如 选择 wwe, 去 掉 x, 即 在 r: 中 保留 (it,z) ,去掉 (z ,x ), 便 得 到 > 的 一 
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个 子 集 f: 
f= 1(t,2),(u,y),(v,y)}, 
这 个 f 现 在 具有 单 值 性 ,从 而 成 为 a 到 6 的 函数 . 这 个 例子 涉及 的 只 是 有 限 
集 , 单 值 化 是 不 成 问题 的 . 一 般 情形 ,问题 就 不 这 样 简单 . 
单 值 化 原则 是 选择 公理 的 一 种 形式 ,历史 上 曾 出 现 过 关于 其 合法 性 的 争 
论 . 数学 实践 中 ,选择 公理 现 已 被 广泛 接受 . 关于 选择 公理 的 讨论 参见 4.1.3 
及 第 九 章 . 
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数学 以 抽象 的 形式 从 量 的 方面 研究 现实 世界 中 的 变化 规律 . 这 种 研究 要 
精确 地 进行 ,不 能 局 限于 有 限 ;局 限于 有 限 ,数学 走 不 了 多 远 . 前 面 介 绍 的 ZF 
的 前 五 条 公理 (外 延 公理 .内涵 公理 无 序 对 公理 ,并 集 公 理 与 千 集 公理 ) 为 我 
们 提供 的 是 有 限 数学 的 框架 . 要 走出 这 个 框架 ,需要 有 新 公理 用 来 肯定 无 限 
集 的 存在 . 


3.6.1 最 小 归纳 集 w 


我 们 首先 引进 集 的 后 继 运算 . 
定义 1( 后 继 (successor)) 集 z 的 后 继 , 用 表示, 指 集 
z =zxU {zt. 

这 就 是 说 ,在 集 z 中 再 加 入 一 个 新 元 素 一 一 z 自己 ,得 到 的 新 集 就 是 z 的 后 
继 z“. 

例如 ,我 们 可 以 一 个 接着 一 个 的 写 出 : 

g’ = GU IG|= {Ig}, 
Z = YU 1G |= 18,181}, 
2 = GU {G1 = {0,124,192, G21, 

这 个 过 程 可 以 无 止境 地 无 限 延续 下 去 . 但 这 里 说 的 无 限 还 只 是 一 种 潜 无 限 . 

后 继 集 具有 性 质 : 

(D z'¥8, 

(iD 若 ztEz , 则 ziEzVi=z， 

(iii) xzCz 

定义 2( 归 纳 集 (inductive set)) 满足 下 面条 件 的 集 a 叫做 归纳 集 : 

1 YEa, 

2” 车 rEa, 则 x Ea. 
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归纳 集 有 没有 ? 这 不 是 一 个 简单 的 问题 ,前 面 的 公理 无 法 回答 ,整个 逻辑 
也 无 法 回答 . 断言 它 的 存在 ,需要 有 一 条 新 公理 ,这 条 公理 已 成 为 整个 数学 理 
论 的 重要 基石 . 

ZF6( 无 限 公 理 (The Axiom of Infinity)) 归纳 集 是 存在 的 , 即 : 

3s(G EsAVYVrrEs+r €s)). 

现 设 * 是 一 个 归纳 集 ( 无 限 公理 断言 它 是 存在 的 ). 有 了 这 个 任意 取 定 的 

归纳 集 * ,可 以 利用 内 涵 公 理 作 出 下 面 重 要 的 集 w: 
w= itzeslzeE 每 个 归纳 集 |. 
显然 w 这 个 集 具 有 性 质 : 
w CC 每 个 归纳 集 . 


命题 1 w 是 最 小 的 归纳 集 . 

证 只 用 证 w 是 归纳 集 就 可 以 了 ,因为 上 面 已 指出 w 包含 于 每 个 归纳 
集 , 即 w 具有 最 小 性 . 

由 定义 2 中 的 条 件 1" 知 FE 每 个 归纳 集 (包括 s), 故 由 w 的 定义 知 
GEw. 

剩 下 要 证 : 若 zxEw, 则 x'Ew. 事实 上 ， 

zEw rE 每 个 归纳 集 , 且 x€s( 由 w 的 定义 ) 

一 ZE 每 个 归纳 集 ( 由 定义 2 中 的 条 件 2"), 其 中 也 包括 zEs 
一 ZEw( 由 ww 的 定义 ). 

ww 具有 定义 2 中 的 性 质 1 与 2 ,所 以 是 归纳 集 . [| 

w 这 个 最 小 的 归纳 集 是 我 们 在 集 论 中 遇 到 的 第 一 个 实 无 限 . 有 了 无 限 公 
理 ZF6, 集 论 便 进入 了 实 无 限 的 领域 . 实 无 限 (无 限 集 )“ 是 现代 数学 的 基本 工 
具 , 是 集 论 的 本 质 . [7] 

为 了 深入 认识 w 这 个 集 ,我 们 要 引入 可 递 集 的 概念 . 这 个 概念 在 集 论 中 ， 
特别 是 在 序数 理论 中 起 着 重要 作用 . 

定义 3( 可 递 集 (transitive set)) < 是 可 递 集 , 指 z 满足 :z 的 元 素 的 元 素 
都 还 是 zx 的 元 素 , 即 

?EECEZz 一 JEZ. 
可 递 集 x 满足 的 上 述 条 件 可 写成 以 下 几 种 等 价 形式 : 
Vi€r(tiCz), 
Vi€Ezx(t EF(r)), 
rIC9(r), 
We 
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可 递 集 是 存在 的 ,而 且 很 多 . 例如 : 

,121,1Z ,GH ,1 名,1G1,11 儿 HH ,… 非 可 递 集 也 是 存在 的 ,也 很 
多 . 例如 {1 名 | 1 就 不 是 可 递 集 ,因为 

gelgleligii,g4 gH. 

集 | 儿 ,12@} ,1Z ,1Z1,11ZH1| 也 不 是 可 递 集 ,因为 该 集中 缺少 || 这 个 
元 素 . 

下 面 的 命题 2 告诉 我 们 ,可 递 集 关 于 后 继 这 个 集运 算是 封闭 的 . 

命题 2 若是 可 递 集 , 则 它 的 后 继 z “也 是 可 递 集 . 

证 设 yEtiEz'(=zUlzri). 下 证 yEx 即 可 . 

情形 1,zEz. 已 知 z 是 可 递 集 , 故 yEz, 进 而 yYE x (注意 zxCz ). 

情形 2,t:=z. 此 时 yEt 即 yEz, 也 有 >yEz 0 

可 递 集 的 后 继 还 是 可 递 集 ,但 反 过 来 ,并 非 每 个 可 递 集 一 定 是 某 集 的 后 
继 . 前 面 举 的 可 递 集 的 例子 中 ,1,1 ,|Z11 | 就 不 是 任何 集 的 后 继 . 

由 空 集 名 开始 ,我 们 用 求 后 继 的 方法 可 以 得 到 一 串 可 递 集 : 

GD ,GD ,De. 

这 些 集 的 前 几 个 已 经 在 定义 1 后 具体 写 出 过 . 按 归纳 集 的 定义 ,这 些 集 都 是 
所 有 归纳 集 的 成 员 ;特别 ,它们 是 w 的 成 员 , 因 为 我 们 知道 w 是 归纳 集 (命题 
1). 

w 这 个 最 小 的 归纳 集 除 了 含有 上 面 一 串 可 递 集 外 ,是 否 含有 非 可 递 集 ? 
下 面 的 命题 回答 了 这 个 问题 ,并 使 我 们 对 w 这 个 集 有 了 进一步 认识 . 

命题 3 w 的 元 素 都 是 可 递 集 . 

证 作 集 a={zEwlz 是 可 递 集 |. 现 证 是 归纳 集 . 

1” 人 Eu ( 因 GB Ew 且 Z 是 可 递 集 )， 

2 rzEa 一 rzEw 且 是 可 递 集 

一 zx Ew( 因 w 是 归纳 集 ) 且 x 是 可 递 集 (命题 2) 
一 zx"Eala 的 定义 ). 

所 以 a 是 归纳 集 , 且 aCw. 由 ow 的 最 小 性 知 w= w, 这 说 明 w 的 元 素 都 是 可 
递 集 . 0 

集 论 发 展 中 一 个 常 让 人 思考 的 问题 是 :z Ex 可 能 吗 ? 按照 §3.2 的 最 后 
我 们 谈 起 过 的 关于 形成 集合 的 “ 盖 房 子 "观点 ,zEx 是 不 合理 的 . 盖 房子 所 用 
材料 必须 是 房子 盖 好 之 前 已 经 有 的 材料 . 集 z 形成 之 前 ,不 能 用 尚未 形成 的 
集 作为 集 z 的 成 员 , 所 以 总 有 zx. 但 是 至 今 已 有 的 公理 (ZF1~ZF6) 还 不 
能 让 我 们 严格 证 明 这 一 点 . 值得 注意 的 是 ,现在 可 以 对 w 的 所 有 成 员 来 证 明 


$3.6 无 限 公理 .79 . 


这 件 事 : 
命题 4 YzEw(z 和 rz). 
证 作 集 B8=|zEowiz 和 zl, 只 用 证 8B=w 便 可 . 先 证 8 也 是 归纳 集 . 
1” BEB. 这 是 因为 GEw( 已 证 w 是 归纳 集 ) 且 ZKG. 
2” 设 zEpB, 即 ( 按 有 8 定义 ): 
ZEw 且 Z 红 rr. (1) 
因 w 是 归纳 集 , 故 xz'Ew. 剩 下 要 证 工 ' zr“( 从 而 x'€B). 
反 设 xr'Ex(=xrU1zr|). 于 是 有 两 种 可 能 : 
(iD) zx' =z, 此 时 xEx, 与 (1) 矛 盾 . 
(iD x'Ex, 此 时 由 xzEx Ex 知 zTEx, 也 与 (1) 矛 盾 .注意 由 命题 3 知 
> 是 可 递 集 .) 
至 此 已 证 8 是 归纳 集 , 且 pCw. 由 w 的 最 小 性 知 8=w. 0 
由 命题 3 及 命题 4 可 证 明 下 面 的 命题 5. 
命题 5 Vr,y€w(r#¥y 一 工夫 y). 
证 设 z 天 >y. 反 设 z =y( 即 zUizl=yUilyl), 由 此 可 得 ; 
(D rEy( 因 rEx'=y 但 zx 去 y)， 
(ii) yExz( 因 >Ey =z 但 y 关 x). 
由 命题 3 知 x 是 可 递 集 ,(i) 与 (ii) 合 起 来 便 得 zEx, 这 与 命题 4 矛盾 . 口 
现在 可 以 总 结 一 下 w 这 个 最 小 归纳 集 的 性 质 . 
定理 1 集 w 具有 以 下 性 质 : 
1” CEow， 
” 苦 zEw, 则 zeEow， 
7'#G, 
VYzyEw(zr 天 y > 7 FY), 
设 aCw 满足 : 
(ZEa， 
(iD) zxEa 一 zEa， 
则 a=w. 
证 1 与 2 由 命题 1 及 定义 2 即 得 . 
3” 由 后 继 集 的 定义 即 得 . 
4” 即 命 题 5. 
5” 的 已 知 条 件 说 明 a 是 归纳 集 ,由 w 的 最 小 性 (命题 1) 便 得 a =w. 口 
如 果 我 们 规定 


A 
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0= 好 ， 

那么 定理 1 说 明 ,w 具有 自然 数 Peano 公理 (参见 1.2.3( 三 )) 所 规定 的 全 
部 性 质 ,这 些 性 质 现在 是 从 ZF 的 前 6 条 公理 出 发 证 明 出 来 的 . 所 以 我 们 把 w 
这 个 最 小 归纳 集 叫 做 自然 数 集 ,w 的 元 素 叫做 自然 数 . 这 样 , 我 们 便 在 ZF 的 
框架 内 来 到 了 古典 数学 的 源头 . 由 定理 1 中 w 所 具有 的 性 质 ( 即 Peano 公理 ) 
出 发 ,可 以 建立 自然 数 的 各 种 熟知 的 运算 和 性 质 (参见 1.2 附 3). 

历史 上 ,由 Peano 公理 所 确定 的 自然 数 集 N 是 抽象 的 ,而 这 里 我 们 得 到 的 
ww 这 个 自然 数 集 是 具体 的 . 关于 自然 数 ,我 们 从 抽象 走 到 了 具体 . 无 限 公理 
(ZF6) 的 引入 ,无 非 是 为 了 肯定 w 这 个 集 作为 整体 的 存在 性 . 

w 的 形象 是 : 

,G1, 1G ,G1 ,1 ,21,112 ,GH 

因为 我 们 已 将 多 记 为 0, 上面 的 自然 数 串 仍 可 写成 


0,1,2,3,". 
不 同 的 是 ,现在 的 自然 数 有 了 集 的 构造 : 
0=@ 
1=0’=0U {0!t={0}, 
2=1=1U{1!=1{0,1!, 


3=2=2UI21= 10,12}， 


对 于 用 集 表 示 的 自然 数 ,我 们 已 有 了 下 面 的 初步 认识 : 

(1) 它们 全 体 构成 最 小 归纳 集 . 

(2) 它们 都 是 可 递 集 . 

(3) 它们 都 具有 EE 反 自 反 性 , 即 YV rE w(x 多 z). 

(4) 整体 上 满足 Peano 公理 . 

无 限 公理 合理 吗 ? 人 类 的 数学 实践 对 此 早已 作 了 肯定 的 回答 . 古典 分 析 
数学 的 基石 一 一 数学 归纳 法 毫 无 争议 地 被 普遍 使 用 这 一 事实 便 能 说 明 问题 . 
使 用 数学 归纳 法 所 达到 的 认识 是 关于 全 体 自 然 数 的 整体 性 认识 . 这 一 方法 使 
人 们 超越 了 有 限 ,达到 了 无 限 . 

Poincare 曾 抱 有 直觉 主义 的 某 些 主张 ,对 集 论 曾 心 存疑 虑 . 但 他 在 谈 到 数 
学 归纳 法 时 曾 说 : 

“在 算术 领域 ，…… 数学 无 穷 的 观念 已 经 起 着 举足轻重 的 作用 ,没有 它 便 
没有 科学 ,因为 没有 它 就 不 会 有 普遍 的 东西 . “ 械 手 能 够 预料 四 、 五 步 棋 ,不 管 
他 多 非凡 ,他 也 只 能 准备 有 限 步 棋 ;假使 把 他 的 本 领 用 于 算术 ,他 也 不 能 凭借 
单一 的 直接 直觉 洞察 算术 的 普遍 真理 ;为 了 获得 最 普遍 的 定理 ,他 也 不 得 不 借 
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助 于 递归 推理 ,因为 这 是 能 使 我 们 从 有 穷 通 向 无 穷 的 工具 .”[71] 

在 集 论 系统 中 , 随 着 理论 的 展开 ,我 们 对 自然 数 的 性 质 将 会 有 更 多 更 深入 
的 认识 . 但 应 明确 ,在 日 常数 学 活动 中 ,人 们 一 般 使 用 的 自然 数 是 抽象 的 自然 
数 ,是 满足 Peano 公理 的 自然 数 集 的 成 员 . 本 书 中 ,我 们 在 符号 的 使 用 上 是 有 
差别 的 :有 时 我 们 用 N 表示 自然 数 集 ,这 是 在 做 通常 数学 时 用 的 抽象 的 自然 
数 集 , 表 明 我 们 是 在 做 一 般 数 学 ;有 时 我 们 用 w 表示 自然 数 集 ,这 是 集 论 中 具 
体 的 自然 数 集 ,表明 我 们 要 对 w 作 进 一 步 的 集 论 研究 . 一 般 书 中 ,对 符号 N 
与 w 不 作 区 分 . 

现在 我 们 引进 可 数 集 的 概念 ,关于 可 数 集 的 详细 讨论 留 到 以 后 章节 . 

定义 4( 有 限 集 ,无 限 集 ,可 数 集 ) 与 某 个 自然 数 mxE w 能 建立 双 射 的 集 
叫做 有 限 集 (finite set). 不 是 有 限 集 的 集 叫做 无 限 集 (infinite set)， 与 白 然 数 
集 w 能 建立 双 射 的 集 叫做 可 数 集 或 可 列 集 (countable set, enumerable sel). 

有 限 集 与 可 数 集 统称 至 多 可 数 集 . 有 时 把 至 多 可 数 集 叫 做 可 数 集 (一 般 
数学 书 上 往往 都 这 样 做 ) ,这 时 就 把 定义 4 中 的 可 数 集 叫 做 可 数 无 限 集 . 

空 集 是 有 限 集 . 非 空 有 限 集 可 表示 成 |ao。,…,a, -1}. 可 数 集 可 表示 成 

{ao,ar,a2 "an |, 

其 中 的 项 各 不 相同 ( 即 元 素 不 重复 出 现 ). 

定义 5( 序 列 (sequence)) 函数 :na 叫做 a 的 元 素 的 有 限 序列 ,函数 
f:wa 叫做 a 的 元 素 的 无 限 序列 . 

有 限 序列 常 表示 成 

aoyal an-1 (或 (a; | i € n))， 
无 限 序列 可 表示 成 
aoval… yan，…( 或 《ai 1 i EE oo (aoial>o 等 )， 

注意 序列 中 的 元 素 可 以 重复 出 现 . 

练习 1 填空 : 

(1) 设 a=|1|2,51,4,1411, 则 站 (Ua-4)=_ 

(2) NU(2(2)-2)= . 

(3) 设 a= 村 本 ,2 和 生 二 和 0， 则 
Ua=__Na=__UUa=__NNa=__UNa=__NUa= 
(4) 设 a=|1|1,21,12,01,11,311, 则 
Ua= Na= UUa= NNa= UNa= NUa= 

练习 2 分 别 作 函 数 f/:N->N( 用 公式 给 出 [(n) 或 用 其 他 方式 定义 ), 使 
之 具有 性 质 : 

(1) f 既 非 单 射 又 非 满 射 . 
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(2) f 是非 满 射 的 单 射 . 

(3) f 是非 单 射 的 满 射 . 

(4) 是 双 射 , 且 满足 f(n) 了 n. 
(上 面 作出 的 四 个 函数 是 很 大 的 函数 空间 NN 中 四 个 不 同 的 点 . ) 

练习 3 设 aUb=w,a 几 bz2,fE%w,gElw. 若 fUgEWUYw, 则 了 
与 g 要 满足 什么 条 件 ? 

练习 4 设 FC3(N). 如 果 下 满足 : 

1 QEF,NEF, 

2” 车 a,bEf, 则 a 几 nbEF， 

3” 若 aCbCN 且 a€F, 则 bEF， 
那么 下 叫做 N 上 的 一 个 滤 子 (filter). 

(1) 试 给 出 具体 的 N 上 的 滤 子 . 

(2) 给 出 N 上 小 子 开 使 之 进一步 具有 性 质 4": 

4” YaCN(a€E FV(N-a)EF). (这 时 下 叫做 N 上 的 起 滤 .) 

(3) 给 出 N 上 滤 子 斑 使 之 具有 性 质 5°: 

5” N 的 任 一 有 限 子 集 多 F. 

* 思 考题 1 能 否 给 出 一 个 N 上 滤 子 下 同时 具有 练习 4 中 的 性 质 4" 与 


un 


3.6.2 归纳 定义 


本 段 的 主要 任务 是 证 明 下 而 的 定理 1, 这 个 定理 常 被 称 为 递归 定理 . 自然 
数 的 加 法 ,乘法 等 许多 运算 的 定义 都 以 这 个 定理 为 依据 (参见 1.2 附 3 的 定义 
1 与 定义 2). 如 果 感 到 困难 ,定理 的 证 明 可 暂时 放 过 , 先 承 认 它 并 了 解 这 个 定 
理 的 应 用 ,后 面 需要 时 再 回 到 定理 的 证 明 . 

本 段 中 nn' 仍 表示 的 后 继 . 

定理 1 (归纳 定义 或 递归 定义 的 合理 性 ) 

设 集 a 与 函数 h :a->a 皆 为 已 知 , 且 zoEa , 则 惟一 存在 函数 f:w>a 满 
足 条 件 : 

a XE 
fn )=h(Fn)). (2) 

定理 的 结论 是 说 : 递 推 条 件 (1) 与 (2) 惟 一 地 确定 了 一 个 w 到 a 的 函数 了 . 
在 证 明 这 个 定理 之 前 , 先 来 看 它 的 应 用 实例 . 

例 1 取 定 理 1 的 a=w,zro=mEow, 并 取 由 下 式 定义 的 广 : 

万 (ma)= (3) 
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按 定 理 1 的 结论 ,惟一 存在 函数 /:w 一 w 满足 条 件 : 


f(0)=m, (注意 zo 取 为 m) 
fln’)=h(f(n)) (由 (2)) 
=(f(n)). (由 (3)) 
这 里 惟一 存在 的 函数 了 与 取 定 的 值 mw 有 关系 ,我 们 把 它 改 记 为 f, : 
{ED =m, (4) 
fn(n’)= (fn(n)). (5) 


每 个 自然 数 m 都 对 应 有 自己 的 万 ,这 个 万 的 惟一 存在 性 是 定理 1 保证 的 . 
这 就 保证 了 用 下 面 方式 定义 的 自然 数 的 加 法 是 合理 的 : 


m+n= fn(n). (6) 
按照 这 个 规定 ,自然 数 的 加 法 具有 性 质 : 
m+0= fn(0) (由 (6)) 
=m, (由 (4)) 
m+n’= fn(n’) (由 (6)) 
= (fu(n)) (由 (5)) 
= (m+n). (由 (6)) 


这 性 质 正 是 我 们 在 1.2 附 3 中 介绍 过 的 用 来 定义 加 法 的 性 质 . 定理 1 以 一 般 
的 形式 给 出 了 这 种 用 递 推 方式 来 定义 运算 的 合理 性 . 
例 2 在 定理 1 中 , 取 a=w,zo=0; 对 任意 取 定 的 自然 数 m, 令 


h(n)=n+m. (7) 
按照 定理 1, 惟 一 存在 与 m 有 关 的 函数 1 :ww 满足 
fm(0)= 0， (由 (1),zo=0) (8) 
ful(n’)= h(fn(n)) (由 (2)) 
= fn(n)+m. (由 (7)) (9) 
这 就 保证 了 用 下 面 方式 定义 的 自然 数 的 乘法 是 合理 的 : 
7 "于 二 万 (). (10) 
按照 这 个 规定 ,自然 数 的 乘法 具有 性 质 : 
mr"0= 万 (0) (由 (10)) 
=0, (由 (8)) 
mn’=fn(n') (由 (10)) 
=fu(n)+tm (由 (9)) 
=m*n+m. (由 (10)) 


这 性 质 正 是 1.2 附 3 中 用 来 定义 乘法 的 性 质 . 
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思考 题 1 应 用 定理 1 说 明 自 然 数 运算 m” 可 用 下 面 的 递 推 条 件 合理 地 
规定 : 
人 = 1， 
m” =m"*m. 


现在 我 们 来 完整 地 证 明定 理 1, 即 证 明 满足 条 件 (1) 与 (2) 的 函数 f 的 惟 
一 存在 性 . 

惟一 性 的 证 明 ”对 已 知 的 集 a ,函数 h:a 一 a 及 zoE a ,假设 除 存在 满足 
条 件 (1),(2) 的 函数 f:w>a 之 外 ,还 存在 函数 g:w>a 满足 : 


{en = zo， (11) 
g(n’) = h(g(n)). (12) 
为 证 惟一 性 ,只 用 证 YnEw(f(n)=g(n)). 对 nn 归纳 :n=0 时 ， 
f(0)= zo (由 (1)) 
= g(0); (由 (11)) 
设 f(n)=g(n), 则 
fln’)= h(f(n)) (由 (2)) 
= h(g(n)) (由 归纳 假设 ) 


g(n’). (由 (12)) 


于 是 /= g. 惟一 性 证 毕 . 

存在 性 的 证 明 ”对 已 知 的 集 a ,函数 hh:a->a 及 zoEa, 现 分 以 下 几 步 证 
明 满足 条 件 (1) 与 (2) 的 函数 f 的 存在 性 . 

第 一 步 , 先 定义 一 种 特殊 的 w 到 a 的 关系 一 一 归纳 关系 . 

设 关系 r-Cw Xa 满足: 

条 件 1” (0,z0)Er; 

条 件 2” 每 当 (n ,zt)Er 时 就 有 (n’ ,h(x))Er. 
此 时 称 ~ 为 w 到 a 的 (关于 有 ,zo 的) 归纳 关系 ,简称 为 归纳 关系 . 

现 问 :对 给 定 的 a,h 与 xo, 归 纳 关 系 是 否 存在 ? 答 :存在 ,例如 wxa 就 
是 . wx a 自然 满足 条 件 1 与 2. 但 wx a 是 最 大 的 归纳 关系 ,而 我 们 需要 的 
是 最 小 的 . 

第 二 步 , 找 出 w 到 a 的 最 小 归纳 关系 . 

令 f=1(n,z)EwxXal(n,z)E 每 个 归纳 关系 |, 则 三 即 为 所 求 的 最 小 
归纳 关系 . 事实 上 , 因 

了 己 .每 个 归纳 关系 ， 

故 f 具 有 最 小 性 ; 现 只 要 证 三 满 足 归纳 关系 的 条 件 工 与 2 
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(i) (0,z0)Ef ( 因 (0,zo)E 每 个 归纳 关系 , 见 条 件 1*)， 
(ii) 设 (n,z)€Ef, 即 (n,z)€ 每 个 归纳 关系 . 由 条 件 2°,(n’ ,h(xz))€ 
每 个 归纳 关系 ,于 是 ,(n’,h(z))€f. 
(让 与 (让 合 起 来 说 明 满足 条 件 1 与 2 至 此 证 明了 了 是 w 到 a 的 最 小 
归纳 关系 . 
第 三 步 ,证 明 上 步 中 的 最 小 归纳 关系 f 是 w 到 a 的 函数 , 即 满足 : 
VE (13) 
为 证 (13) ,对 m 归纳 . 
m=0 时 ,(13) 中 的 条 件 成 立 :惟一 存在 rEa 使 (0,z)E 矿 事实 上 ,(0， 
ZX0)Ef, 且 xo 是 惟一 的 . 车 zo 不 惟一 , 则 另 有 zi 天 zo,ztEa 且 也 使 (0， 
ZX1)Ef, 这 时 作 
F=f- 1{(0,r)!, (14) 
满足 : 
(i) (0,7r0)€Ef ( 因 zo#z1), 
(让) 设 (n,z)Ef, 则 (n',h(z))Ef” ,这 是 因为 
(nx)EfF >(n,r)€ES ( 因 广 CP) 
一 (n',h(zr))Ef ( 因 f 是 归纳 关系 ,满足 条 件 2") 
一 (n',h(z))Ef” ( 因 w 了 0, 再 注意 广 的 定义 式 (14)). 
(i) 与 (ii) 说 明 广 也 是 归纳 关系 ,这 与 三 的 最 小 性 矛盾 . 
现 作 归纳 假设 :对 m ,惟一 存在 xiEa 使 


(m,x) Ef. (15) 
下 面 要 证 对 m“,(13) 中 的 条 件 也 成 立 : 
3lx€a (mw',x)E€f. (16) 


(16) 式 所 要 求 存在 性 容易 证 明 : 因 (mm ,x1)Ef((15) 式 ), 且 因 /是 归纳 关系 ， 
故 (mx ,h(x1))Ef, 这 里 h(x1)Ea. 问题 在 于 惟一 性 :a 中 除了 hh (x1) 再 没 
有 其 他 元 素 + 也 有 (mm ,xt )€ 三 为 证 明 惟一 性 , 反 设 有 +E€a 使 (m',t)€Ef 
但 
th(r), (17) 
这 时 我 们 发 现 /一 和 (m“,t)| 也 仍然 是 归纳 关系 : 
1” (0,z0)Ef-{(m’,t)! ( 因 (0,x0)Ef 有 Em’ #0). 
2 ” 设 
(nz)E 三 -| mt) (此 时 当然 也 有 (n,z) € 了/). (18) 
于是 归纳 关系 , 故 (n ,h(xz))Ef. 剩 下 要 证 明 (n ,h(x)) 关 (m ,t), 从 而 
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(a,h(r)) € Ff- 1(m’,t)!. 

为 此 ,只 用 证 当 n=m 时 h(xz) 取 + 便 可 . 由 (15) 中 zi 的 惟一 性 (这 是 归纳 假 
设 ) 及 (18) 可 知 当 n=m 时 ,z= zl; 青 由 (17) 便 知 此 时 h(x) 去 +. 

至 此 已 证 有 一 1(m ,t 首 也 是 归纳 关系 ,从 而 与 三 的 最 小 性 矛盾 . (13) 的 
归纳 证 明 过 程 完 

最 后 一 步 , 证 明 函 数 了 满足 条 件 (1) 与 (2). 

事实 上 , 因 f 是 归纳 关系 , 故 满足 条 件 1° 与 2°: 


1” (0,z)€Ef, 
2° 当 (n,r)EfH(n’,h(r)) EF. 
这 可 改写 成 : 
1 f(xo)=0, 
2” 当 nz)=z 时 f(n’)=h(z). 
由 此 得 
二 
fn')=h(f(n)). 
定理 1 证 毕 . 0. 
思考 题 2 设 集 a ,函数 s:a-a 与 eEa 满足 条 件 : 
(i) efs[a], 
(iD) s 是 单 射 ， 


( 道 ) 对 任何 bCa, 车 eEb 且 s[6b]Cb, 则 b=a， 
证 明 存 在 双 射 J/:w>a 具有 性 质 : 
f(0) = e， 
f(n)=s(f(m)) (a 与 w 的 同 构 性 ). 
注 : 思 考题 2 中 满足 条 件 (i), (i) 与 ( 诞 ) 的 (a ,s,e) 叫 做 Peano 系统 .(s 叫做 a 
上 后 继 函 数 . ) 思 考题 2 的 结论 指出 :在 题 中 所 说 的 同 构 的 意义 下 ,w 是 惟一 的 
Peano 系统 . 


3.6.3” 鲍 笼 原 理 


先 回忆 :w 中 非 0 自然 数 = 10,1,…, 一 ,与 Ew 之 间 存在 双 射 的 
集 叫做 有 限 集 (3.6.1 定义 4) , 非 空 有 限 集 可 表示 成 aoval，…aw 1. 

命题 1( 铝 笼 原理 ) 自然 数 n Ew 与 它 的 任何 真子 集 之 间 不 存在 双 射 
( 即 一 对 一 的 满 射 ). 

证 对 归纳 . 

n=0(=2) 时 ,n 无 真子 集 . 
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假设 与 n 的 真子 集 不 能 建立 双 射 . 下 证 w+1( 即 nn =nUini) 也 不 
能 与 n+1 的 真子 集 建立 双 射 . 反 设 n+1 与 其 真子 集 X(XCn+1 但 X 关 nn 
+ 1) 之 间 存 在 一 对 一 的 满 射 /. 那么 有 两 种 可 能 情形 :mxE X 或 ”多 X. 

(i) nKX 时 ,有 XCn. 这 时 将 f 限制 在 n 上 便 得 ”到 n 的 真子 集 

X 一 |/(n)1( 这 是 X 的 真子 集 ,当然 也 是 n 的 真子 集 ) 
的 双 射 /站 ,从 而 与 归纳 假设 矛盾 . 

(ii) nEX 时 , 设 n=/(k), 其 中 kEn+1( 即 En 或 k=n). 这 时 作 号 

一 函数 g:n-> 久 一 Jn1 如 下 : 

17)， 车 i 关 k,i En， 

1f(n)， 若 i =kEn. 

g 是 n 到 Xin| 的 双 射 ,而 X 一 1n| 是 的 真 了 集 ,于 是 又 与 归纳 假设 矛盾 . 
0 

我 们 知道 ,w 能 与 w 的 真子 集 (例如 全 体 偶数 的 集 ) 建 立 一 一 对 应 . 与 此 
相对 照 ,我 们 有 下 面 的 命题 . 

命题 2 不 存在 有 限 集 到 它 真子 集 的 双 射 . 

证 反 设 存在 有 限 集 a 到 它 真子 集 6 的 双 射 f:a 一 bh(bCa 且 b 关 a). 
利用 双 射 g:a 一 n( 因 a 是 有 限 集 , 故 g 存在 ) 可 以 将 /转换 成 自然 数 n 到? 
的 真子 集 的 双 射 ,从 而 与 命题 1 矛盾 . 所 需要 的 双 射 是 由 已 知 双 射 经 两 次 复 
合 得 到 的 双 射 :g*f*g-!, 这 是 n 到 的 真子 集 g[5] 的 双 射 . 0 

练习 1 证 明 N 是 无 限 集 ( 即 不 是 有 限 集 ), 进 而 知 可 数 集 都 是 无 限 集 ( 按 
3.6.1 定义 4). 

命题 3 两 个 有 限 集 的 并 集 是 有 限 集 . 

证 设 a 与 b 是 有 限 集 . 对 6 的 元 素 个 数 n 归纳 . 

n=0 时 ,56= 多 ,此 时 aUb=a. 

假设 命题 当 第 二 个 集 有 n 个 元 素 时 成 立 ,然后 设 存在 双 射 f:b 一 n+1 
( 即 有 n+1 个 元 素 ) ,并 设 f(x)=n, 其 中 xzEb. 这 时 40- 1zl 有 并 个 元 
素 , 按 归纳 假设 aU(b 一 1z!) 是 有 限 集 , 于 是 存在 aU(b 一 1x1) 到 某 个 kEw 
的 双 射 . 下 面 分 两 种 情形 讨论 . 

(i) xEa 时 ,aUb=aU(65-1x|), 这 是 有 限 集 . 

(ii) za 时 , 易 知 存在 a Ub 到 自然 数 &+1 的 双 射 ,所 以 a Ub 是 有 限 

集 . 0 

推论 1 有 限 个 有 限 集 的 并 集 是 有 限 集 . 

练习 2 证 明 有 限 集 的 子 集 也 是 有 限 集 . 


g(i) = 
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上 一 章 引进 了 ZF 的 前 几 条 公理 及 集 论 的 基本 概念 ,并 有 了 自然数 的 集 
论 定义 ,从 而 在 集 论 框 架 内 走 到 了 古典 数学 的 源头 . 本 章 结合 对 集 论 更 深入 
的 讨论 来 回答 什么 是 实数 . 这 一 部 分 是 本 书 的 重点 内 容 之 一 . 这 里 使 用 的 方 
法 不 同 于 Dedkind 与 Cantor 等 的 传统 方法 . 


$4.1 等 价 关 系 与 分 类 


本 节 集 中 注意 一 个 集 的 内 部 的 元 素 间 关系 . 

记 a?=axa, 车 RCa?, 则 把 R 叫做 a 上 的 二 元 关系 . (a 上 的 二 元 关 
系 即 a 到 a 的 关系 . ) 这 时 R 的 成 员 都 是 a 的 元 素 的 有 序 对 . 当 (z,y)ER 
时 ,我 们 说 zx 对 > 有 R 这 个 关系 . 但 这 时 反 过 来 y 对 x 不 一 定 有 尺 这 个 关 
系 , 即 可 能 有 (y,z)R. 也 就 是 说 R 不 一 定 具有 对 称 性 . 

下 面 常 把 (x ,y)€ER 写成 IRy. 


4.1.1 等 价 关系 


本 章 中 ,等 价 关系 的 重要 作用 会 慢 慢 显示 出 来 . 我 们 先 令 述 等 价 关系 的 
定义 ,然后 再 谈 它 的 意义 与 实例 ,本 章 后 面 将 反复 给 出 应 用 . 等 价 关系 及 其 应 
用 很 好 地 注释 了 怀特 海 的 名 言 : 

“极端 的 抽象 是 真正 的 武器 ,用 以 控制 对 具体 事物 的 思维 . 这 个 似乎 矛盾 
的 说 法 现 已 完全 成 立 . ”072] 

定义 1( 等 价 关系 (equivalence relation)) 设 RCa?. 车 RR 满足 下 面 三 个 
条 件 , 就 叫做 a 上 的 等 价 关系 . 

1” 自 反 性 : YzEa(zRzr). 

2” 对 称 性 : Yz,yEa(zRy-~y>Rz). 

3” 可 递 性 : Yz,y,zEa((zRyA 人 :>Rz) 一 zRz). 

a 上 的 等 价 关系 就 是 a 上 的 一 个 具有 自 反 性 、 对 称 性 及 可 递 性 的 二 元 关 
系 . 在 具体 场合 ,如 果 只 讨论 一 个 具体 的 等 价 关 系 RR, 常 把 zRy 写成 x 一 y. 

例如 , 集 a 上 的 恒 等 关 系 1= 1(z,z)|zEaj 是 a 上 的 等 价 关系 . (为 什 
么 ?) 这 是 a 上 最 小 的 等 价 关系 . a? 是 a 上 最 大 的 等 价 关 系 . 
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为 了 理解 等 价 关系 这 个 概念 ,可 以 不 限于 抽象 集 . 例如 用 a 表示 三 角形 
的 全 体 , 那 么 “全 等 "关系 与 “相似 "关系 分 别 确定 了 a 上 的 等 价 关 系 . (为 什 
么 ?) 

思考 题 1 你 能 举 出 等 价 关系 的 一 些 例子 吗 ? (不 限于 抽象 集 . ) 

练习 1 a=10,1,2| 上 有 多 少 个 二 元 关系 ? 其 中 有 多 少 个 等 价 关系 ? 请 
把 a 上 等 价 关系 都 列 出 来 . 

思考 题 2 a= 10,1,2,3| 上 有 多 少 个 等 价 关系 ? 

思考 题 3 设 集 a 上 关系 RR 有 对 称 性 :Ry 一 yRr ,再 设 R 有 可 递 性 ,于 
是 有 

IRy NyRr xRr. 

这 能 否 说 明 等 价 关 系 定义 中 的 自 反 性 可 以 省 去 ? 

例 1 函数 空间 NN 上 的 一 种 等 价 关系 . 

按 3.5.3 中 % 的 定义 ， 

NN= If1/:N—N|. 

NN 这 个 集 ( 比喻 为 空间 ) 中 的 每 个 元 素 (点 ) 都 是 某 个 N 到 N 的 函数 ( 故 说 AN 
是 个 函数 空间 ). 反之 ,每 个 N 到 N 的 函数 都 是 NN 的 某 个 点 . 在 3.6.1 练习 2 
中 我 们 已 见 到 了 NN 中 一 些 特殊 点 . 事实 上 ,我 们 每 个 人 早已 熟悉 的 自然 数 平 
方 函数 立方 函数 等 都 是 SN 中 的 特殊 点 . 因 N 到 N 的 函数 就 是 一 个 自然 数 
序列 ( 见 3.6.1 定义 5), 故 NN 可 说 成 是 由 所 有 自然 数 序列 组 成 的 空间 . 我 们 
也 把 N 到 N 的 函数 叫做 N 上 的 一 元 运算 ,于 是 NN 又 可 说 是 由 N 上 所 有 一 元 
运算 组 成 的 空间 . 

空间 NN 上 有 很 多 有 意义 的 等 价 关 系 , 现 认识 其 中 一 种 . 

设 f,g ENN, 且 满足 条 件 : 

{In€ENI/f(n)# gn)! (*) 

是 有 限 集 ,我 们 说 了 与 g 在 条 件 ( * ) 的 意义 下 几乎 相等 , 记 为 [= 、g. 

例如 ,下 面 定 义 了 AN 中 的 三 个 点 : 


f(n) =n, 

g(n) =n?, 

hn) = n < 100, 
n,n 二 100. 


关于 [,g,h 这 三 个 点 ,我 们 有 
fg, gh, =,.h. 
下 面 我 们 验证 “= , "这 个 NN 上 的 二 元 关系 是 个 等 价 关系 . 
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~ 


自 反 性 是 显然 的 : Y fENN(f= ,了 ). 
2” 对 称 性 也 是 显然 的 :Y f,gENN(f=.g 一 g=./). 
可 递 性 : 设 f=,.g，g=.h, 即 

a= |n€Ewilf(n)g(n)} 


a 


与 
b= {in€Ewlg(n)Ah(n)} 
都 是 有 限 集 . 这 时 有 
lmzEwlFa) 天 haiCaUo (为 什么 ?) 
因 aU2 是 有 限 集 (3.6.3 命题 3) , 故 f= .h. 可 递 性 证 毕 . 
练习 2 设 FCP(N) 是 N 上 的 一 个 滤 子 ( 见 3.6.1 练习 4), 即 下 具有 性 
质 : 
(1) GEF,NEF. 
(2) 若 a,bEF, 则 a 站 b€EF. 
(3) 若 aCbCN 且 aE€F, 则 bEF. 
若 f,gENN 满 足 
{In€ENIf(n)= gn)} EF, 
则 说 与 g 关于 滤 子 下 几乎 相等 , 记 为 /= pg. 证 明 "= F" 这 个 NN 上 的 二 元 
关系 是 NN 上 的 等 价 关系 . 


4.1.2 等 价 类 


设 a 上 有 一 个 等 价 关系 , 现 用 一 表示 : 
1 VzEa zxz~x ( 自 反 性 ). 
2” Yz,yEa (zy 一 y 一 z) (对 称 性 ). 
3” Yr,y,zEa (rz~yAy~z 一 ~z) (可 递 性 ). 
定义 1( 等 价 类 (equivalence class)) 任 取 zEa. 记 
[z]=jlzealt 一 |， 
我 们 把 [z] 叫 做 z 的 等 价 类 (对 给 定 的 等 价 关系 而 言 ). 作为 a 的 子 集 ,[z] 由 
a 中 所 有 与 等 价 的 元 素 组 成 ;特别 ,zE [zx]( 自 反 性 ). 
命题 1 zx 一 y* [zxz]=[y]. 
证 (一 ) zx~y 时 ， 
El 
上 一 y》 (由 可 递 性 与 对 称 性 ) 
“tiE[y]. 
(<) [z]=[y] 一 zE[y] 一 一 >- 口 
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对 于 4.1.1 例 1 中 MAN 上 的 等 价 关系 = 。 ,在 条 件 ( * ) 意 义 下 几乎 相等 的 两 个 
函数 属于 同一 等 价 类 . 
命题 2 [xz]#[y] 习 [xz]N[y]=$@. 
证 [zj]n[y] 天 弛 一 34 一 并 人 At 一 y) 
人 
一 [z]=[y] 0 
命题 1 与 命题 2 告诉 我 们 集 上 的 等 价 关 系 可 用 来 进行 分 类 . 
定义 2( 分 类 或 剖 分 (partition)) 集 a 的 子 集 族 P(C7(a)) 若 满足 : 
() UP=a, 即 YrzEa3poEP(zEb)， 
(ii) P 中 成 员 互 不 相交 , 即 
Vb,cE Pl(b#¥cbf c= 8), 
则 PP 叫做 集 a 的 分 类 或 剖 分 . 
例如 P=110,1} ,12} ,43 全 是 集 ae= 10,1,2,31 的 一 个 剖 分 ,P= 1|0,11， 
12,3 上 是 a 的 另 一 个 剖 分 . 
关于 等 价 关 系 的 一 个 重要 事实 是 : 集 上 的 任 一 等 价 关系 都 伴随 着 该 集 的 
一 个 剖 分 (下 面 的 命题 3). 
定义 3( 商 集 (quotient set)) 设 R 是 集 a 上 的 一 个 等 价 关系 . 关于 R, 所 
有 等 价 类 的 集 记 作 
a/R= {[zx]lzr €al}, 
a/R 叫做 a 关于 R 的 商 集 . 
命题 3 a/R 是 a 的 一 个 前 分 . 
证 a/R 满 足 
(i) Ua/R =a, 即 所 有 等 价 类 的 并 是 a. 这 是 因为 
Yr€a rE€E[r]€a/R. 
(i) aVR 中 成 员 ( 即 等 价 类 ) 互 不 相交 ( 见 命题 2). 0 
反 过 来 ,a 的 每 个 剖 分 (分 类 ) 对 应 于 a 上 某 个 等 价 关 系 尺 ,使 该 剖 分 就 是 
a/R( 见 下 面 练习 1). 总 之 , 集 上 所 有 等 价 关系 与 该 集 的 所 有 剖 分 之 间 存 在 着 
一 一 对 应 ( 易 见 同一 集 上 不 同 的 等 价 关系 对 应 于 该 集 的 不 同 剖 分 ). 
练习 1 设 己 是 a 的 一 个 剖 分 . 用 已 可 定义 a 上 的 二 元 关系 尺 : 
R= |(z,y) EalbEP(rEbNy EL). 
证 明 : (1) R 是 a 上 的 等 价 关系 ， 
(2) a/R=P. 
练习 2 证 明 N 上 的 二 元 关系 
RR= | (mn)lmaEeN, im 一 1 能 被 10 整 除 | 
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是 N 上 的 等 价 关 系 . 试 写 出 [0],[1] 及 N/R. 

考察 集 a= 10,1,21. a 上 共有 5 个 不 同 的 等 价 关 系 ( 见 4.1.1 练习 1)， 
例如 其 中 的 一 个 是 

R = {(0,0),(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)}. 
a 关于 这 个 等 价 关系 的 剖 分 是 
a/R = {[0],[1]!, 

其 中 [0]= 101,[1]= {1,21. 为 求 a。 上 等 价 关 系 的 总 数 ,只 用 看 a 有 多 少 种 不 
同 的 剖 分 . 

练习 3 写 出 a=|0,1,2| 的 所 有 剖 分 . 

回 到 4.1.1 思考 题 2. 回答 a= 10,1,2,3| 上 有 多 少 个 等 价 关 系 ,可 化 为 
回答 a 有 多 少 种 不 同 的 前 分 ,后 者 一 般 比 前 者 更 容易 回答 . 

练习 4 a=10,1,2,31 有 多 少 个 不 同 的 剖 分 ? 


4.1.3 选 代表 原则 与 选择 公理 


集 论 发 展 过 程 中 ,不 断 出 现 一 些 假设 . 与 我 们 前 面 已 见 到 的 ZF 的 公理 不 
同 ,这 些 假设 尽管 被 提出 并 被 一 些 人 使 用 ,但 开头 往往 并 不 被 普遍 认可 . 
3.5.3 中 谈 到 的 单 值 化 原则 就 是 一 例 . 按 单 值 化 原则 , 集 到 集 的 任何 关系 可 
以 “切削 "成 函数 .( 这 是 选择 公理 的 一 种 形式 . ) 

关于 等 价 关系 与 分 类 ,我 们 也 遇见 了 同样 问题 . 集 上 每 个 等 价 关 系 都 产 
生 该 集 的 一 个 分 类 ( 商 集 ). 能 否 在 商 集 的 每 个 等 价 类 中 都 选取 一 个 代表 ,让 
这 些 代表 形成 一 个 集 ? 直观 上 看 ,“ 代 表 集 ”的 存在 不 成 问题 . 例如 ,4.1.2 练 
习 2 中 NN 的 一 个 分 类 是 

N/R = {[0],[1],……,[9]}, 

这 个 商 集 的 代表 集 可 以 取 为 10,1,…,91, 也 可 取 为 110,11,…,191 ,等 等 . 因 
为 NMR 是 有 限 集 , 从 有 限 个 (10 个 ) 等 价 类 中 各 选 出 一 个 代表 形成 代表 集 是 
不 成 问题 的 . 问题 是 :在 任何 情形 下 ,特别 是 在 有 无 限 个 等 价 类 的 情形 下 ,都 
能 这 样 做 吗 ? 这 里 又 涉及 到 那 条 集 论 原则 一 一 同时 从 一 族 非 空 集中 各 选 出 一 
个 代表 . 

选 代表 原则 ”任何 分 类 都 存在 代表 集 . 
这 一 集 论 假设 也 是 选择 公理 的 一 种 形式 . 选择 公理 的 通常 形式 : 

选择 公理 (Axiom of Choice, 简 记 为 AC) 设 a 是 由 非 空 集 组 成 的 集 族 ， 
则 存在 以 a 为 定义 域 的 函数 /满足 

Vr Ea(lf(z) € z). 

公理 断言 存在 的 函数 叫做 族 a 的 选择 函数 . 了 同时 从 族 a 的 每 个 集 z 内 选 
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出 一 个 代表 f(z)(Ez). 公理 陈述 中 的 “ 族 ” 即 是 “ 集 ”. 用 族 ,以 示 与 成 员 集 
区 分 . 

直接 可 以 看 出 选 代表 原则 是 选择 公理 通常 形式 的 推论 (任何 剖 分 的 选择 
函数 的 值 域 就 是 该 剖 分 的 代表 集 ). 反之 ,由 选 代表 原则 可 推出 选择 公理 . 

思考 题 1 用 选 代表 原则 证 明 AC( 选 择 公理 的 通常 形式 ). 

选择 公理 后 来 得 到 普遍 承认 的 一 个 重要 原因 是 :使 用 它 不 会 出 毛病 ,除非 
不 带 选择 公理 的 ZF 本 身 有 矛盾. 

在 日 常数 学 活动 中 ,包括 古典 分 析 的 一 些 证 明 中 ,选择 公理 往往 是 不 知 不 
觉 地 在 被 应 用 . 

$4.2 N? 的 一 个 重要 分 类 
一 一 什么 是 整数 ? 
作为 等 价 关系 的 第 一 个 应 用 实例 ,我 们 来 研究 N? 的 一 个 重要 分 类 . 


Ni( 即 NxN) 由 全 体 自然 数 的 有 序 对 组 成 . N? 的 具体 形象 是 下 面 图 
4.2.1 的 无 限 点 阵 . 


(0,3) (1,3) (2,3) (3,3) 
(0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) 
(0,1) (il (2,1) (3,1) (4,1) 


(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) 
图 4.2.1 
现 作 N* 上 的 二 元 关系 R: 
R= {|((m,n),(p,q) I mn,p,aE NE m+g=n+pl, 
或 表示 成 : 
(mn)R(pq > m+t+qg=nt+p, m,n,p,g€N. 
RR 是 N 上 的 等 价 关 系 : 自 反 性 与 对 称 性 立即 可 见 . 至 于 可 递 性 , 设 
(m,n)R(p,q) BH(p,q)R(s,t), 
即 m+g=n+P 且 p+t=g+s. 二 式 相 加 , 便 得 
m+t=nt+s, 


此 即 (m,n)R(s,t). 
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既然 R 是 等 价 关系 , 往 下 把 R 写成 一 . 由 R 的 定义 显然 有 
(m,n) ~ (m+k,n+k). 

下 面 是 几 个 具体 的 等 价 类 : 

[(3,0)]=1(3,0),(4,1),(5,2),…!, 

[(1,3)]= 1(0,2),(1,3),(2,4),…}, 

[(4,3)]= {(4,3),(5,4),(6,5),(3,2),(2,1) 
在 N? 这 个 无 限 点 阵 中 ,每 个 等 价 类 都 是 某 个 点 串 , 串 中 所 有 点 位 于 一 条 指向 
右上 方 的 射线 上 . 

关于 这 个 等 价 关 系 , 所 有 等 价 类 的 集 ( 即 商 集 ) 用 Z 表示 : 

Z=N/~= i{[(m,n)] lm,n € Ni. 

N? 的 这 个 分 类 之 所 以 重要 ,是 因为 可 以 在 乙 上 定义 等 价 类 与 等 价 类 之 间 的 两 
种 基本 运算 :加 法 与 乘法 ,这 些 运算 具有 我 们 想 要 的 性 质 ,其 中 有 新 的 性 质 是 
N 没有 的 . 


一 、Z 上 加 法 


设 有 等 价 类 [(m,n)] 与 [(p,q)]. 现 从 两 个 类 的 许多 元 素 中 各 任 取 一 个 

代表 ,例如 从 [(m,n)] 中 取出 (m,n), 从 [(p,q)] 中 取出 (p,q). 规定 

[(m,n)]+[(p,q)] = [(m + p,n+ 9g)]. (1) 
运算 结果 得 到 第 三 个 等 价 类 , 它 是 依靠 前 两 个 类 的 代表 得 到 的 . 问题 是 :这 样 
规定 的 加 法 运算 是 否 与 所 选取 的 代表 有 关系 ? 换 用 同一 类 中 的 其 他 代表 按 规 
定 去 运算 ,结果 是 否 会 改变 ? 

现 用 例子 说 明 上 面 所 提问 题 的 意思 . 从 [(3,0)] 中 可 取 (3,0) 或 (4,1) 作 
代表 ,从 [(1,3)] 中 可 取 (1,3) 或 (2,4) 作 代表 . 按 加 法 的 上 述 规定 (1), 可 以 得 
到 两 种 结果 : 若 分 别 以 (3,0) 与 (1,3) 为 代表 ,有 

[(3,0)] + [(1,3)] = [(3+1,0+3)] = [(4,3)]; 
车 分 别 换 以 (4,1) 与 (2,4) 为 代表 , 则 有 

[(3,0) + [(1,3)] = [(4+2,1+4)] = [(6,5)]. 
两 种 结果 一 样 :[(4,3)] =[(6,5)]. 但 这 是 否 是 巧合 ? 

需要 一 般 地 证 明 : 当 (m,n) 一 (mi,n1) 且 (p,q) 一 (pi1,q1) 时 ,一 定 有 
(m+p,n+g)~~(mi+ pi,ni+g1). 事实 上 ,证 明 很 简单 :由 m+ ml 一半 十 
mi 及 p+g1=g+ pl. 二 式 相 加 立即 可 推出 m+p+nit+gqi=n+g+mit+ 
PP1. 这 样 就 可 以 得 出 结论 :规定 (1) 所 定义 的 加 法 是 合理 的 , 按 规定 (1) ,等 价 
类 的 运算 与 所 选取 的 代表 无 关 . 以 后 每 因 遇 见 在 商 集 上 定义 运算 ( 蚂 数 ) 或 关 
系 ,都 要 做 这 件 事 , 即 要 验证 关于 等 价 类 所 作 的 涉及 代表 的 规定 与 代表 的 选取 


$4.2 让 的 一 个 重要 分 类 一 一 什么 是 整数 ? 5 


无 关 . 
下 面 讨论 在 ZZ 上 定义 的 加 法 所 具有 的 性 质 . 这 些 性 质 依 赖 于 自然 数 加 法 
的 性 质 . (自然 数 运 算 的 性 质 来 自 Peano 公理 , 详 见 81.2 附 3. ) 
首先 注意 按 规定 (1) 有 
[(p,q)]+[(m,n)] = [(p+m,g+n)], 
再 与 (1) 对 比 即 知 Z 上 加 法 满足 交换 律 : 
Va,b EZl(a+t+b= b+a). 
我 们 看 到 ,等 价 类 加 法 的 交换 律 来 自 自然 数 加 法 的 交换 律 (m+ p=p+ m,n 
+qg=qg+n). 
再 注意 
[Cm,n)] + [(p,9)]) + [Cs,2)] = [Cm + p)+s,(n+ gq)+7], 
便 可 由 自然 数 加 法 的 结合 律 推出 Z 上 加 法 的 结合 
Va,b,c EZ(at+b)+c = a+(b+c)). 
乙 中 有 一 个 重要 成 员 : 
[(0,0)] = {(0,0),(1,1),*, (k,k),}. 
它 具 有 人 性质: 
| [mn)] + [(0,0)] = [Cm +0,n +0)] = [(m,n)] 
我 们 把 [(0,0)] 这 个 特殊 的 等 价 类 叫做 乙 的 零 元 ,用 符号 0 表示 ， 
0 = [(0,0)]， 
零 元 0 具有 的 性 质 可 写成 
Va €Z(a+0=a). 
0 的 性 质 来 自 自然 数 0 的 性 质 . 
上 面 得 到 的 上 加 法 的 性 质 与 自然 数 加 法 性 质 一 样 . 值得 注意 的 是 Z 上 
加 法 具有 一 条 自然 数 加 法 不 具备 的 新 性 质 : 
Va€Z 3bEZ(a+b=0), (2) 
这 是 我 们 引进 商 集 忆 的 主要 目的 . 性 质 (2) 的 证 明 如 下 . 
设 a=[(m,n)]. 取 5=[(n,m)], 便 有 
at+b=[(m,n)]+[(n,m)]=[Cm+n,n+m)]=[(0,0)]=0. 
练习 1 证 明 对 任意 给 定 的 aEZ, 性 质 (2) 所 断言 存在 的 集 5 是 惟一 存 
在 的 , 即 
Va€Z i!lbE Za+b=0). 
当 a+b=0 时 ,把 0 叫做 a 的 负 元 , 记 作 -a, 即 -a=6. 性 质 (2) 与 练习 
1 合 起 来 的 意思 是 :Z 中 每 个 元 素 都 有 自己 惟一 的 负 元 . 由 上 面 性 质 (2) 的 证 
明 可 以 看 出 : 
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—[Cm,n)] = [(n,m)]. 
有 了 负 元 概念 ,在 乙 中 可 以 定义 减法 : 
b-a=b+(-a). 
这 是 Z 与 自然 数 集 N 之 间 的 重要 区 别 . 


二 、Z 上 乘法 
等 价 类 与 等 价 类 的 乘积 由 下 式 定义 : 
[Cm,n)]* [(p,q)] = [(mp + nq,mg + np)]. (3) 


为 证 明定 义 的 合理 性 ,要 证 明 上 述 规定 (3) 与 所 选取 的 代表 无 关 . 具体 说 是 要 
证 明 当 (m,n) 一 (mi,n1) 且 (p,q)~~(p1,q1) 时 一 定 有 
(mp + ngsmqg + np) 一 (mp + mg mg + nip1). (4) 
事实 上 ,由 m+ni=n+mi 及 p+qi=gq+pi 可 得 
(mtn)p+(nt+m)gt+(p+ qmt+(g+ pn 
= (n+tm)p+t+(m+t+n)gt (gt+ pmt+ (p+ qn, 
化 简 即 得 
mp+ngt+miqt tnipr = mgt+ np+ miprt ng 
此 式 说 明 (4) 成 立 . 乘法 定义 的 合理 性 证 毕 . 
按 规 定 (3) 
[(p,g)]: [m,n)] = [(pm + gn,pn + gm)], 
上 式 与 (3) 比 较 , 利 用 自然 数 加 法 与 乘法 的 交换 律 便 得 Z 上 乘法 的 交换 律 : 
Va,bEZa.b= ba). 
同样 利用 自然 数 的 运算 性 质 可 得 : 
Ya,b,cEZ ((a*b)*c=a"(b"c)) (Z 上 乘法 结合 律 )， 
Va,b,c€EZ (a"(b+c)=a*b+a*c) (Z 上 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ). 
练习 2 证 明 Z 中 没有 零 因 子 , 即 
a'b=0>(a=0V6b=0). 


乙 中 除 0 外 还 有 一 个 重要 的 特殊 元 素 : 
[(1,0)] = 1,0),(2,1),(3,2) (+1) |， 
它 具 有 性 质 : 
[Gmsn)]: [1,0)] = [Cm -1+n-0m -0+nv 1l)]=[(mn,n)]. 
我 们 把 [ (1,0)] 叫 做 乙 的 (乘法 ) 单 位 元 ,用 符号 工 表示 : 
1=[(1,0)], 
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1 具有 的 上 述 性 质 可 写成 
Va€Z (a:l1= a). 
易 见 1 关 0( 因 (1,0) 多 (0,0)). 


三 、.Z 上 序 


下 面 在 上 定义 序 . 规定 
[(m mn)]<[(p,q)]J m+t+gq<nt+p. (5) 
需要 证 明 上 面 规定 的 序 与 代表 选取 无 关 . 设 
(m,n) ~ (misni) 有 (p,qg) ~ (pi,g1), 
要 证 明 : 
(m+gqg<nt+p)> (m+q < nt+p). (6) 
事实 上 由 +n1=n+mi 及 g+p1=p+gi 得 
mt+qtnt+pri=nt+p+mt+aq. 
由 此 便 证 明了 (6). 这 说 明 ZL 上 序 的 定义 (5) 是 合理 的 . 
上 序 具有 以 下 性 质 . 对 任意 a ,b,cEZ， 
1” ( 反 自 反 ) axa， 
2” (可 递 性 ) a<bAb<c 一 a<e， 
3” (三 分 律 ) a<bVa=bVb<a， 
4”【〈 加 法 保 序 性 ) a<b 一 at+c<b+te， 
5” (乘法 保 序 性 ) c>0 时 ,a<b 一 ac<b*e. 
1 一 4 直接 来 自 自然 数 的 相应 性 质 . 
5° 的 证 明 : 设 a=[(m,n)],6=[(p,q)],c=[(s,z)], 则 
arc= {(mst+nt,mt + ns)], 
bc=[(ps+ gt,ptt+ gs)]. 
c>0 即 1<s. 令 *= 上 +uwuw 天 0. 于 是 有 
a<b>m+t+q<n+p 
(m+g)u< (nt+p)u 
>(m+g)s+ (n+p)t < (n+p)s+ (m+ gq)t 
—>ms+nt+pt+g<mtt+nst+pst+gat 
-ache 


5° 证 毕 . 
四 、N 嵌 入 Z 
现 考察 Z 的 一 串 特殊 元 素 组 成 的 子 集 N: 
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N= {[(0,0)],[(1,0)],[(2,0)],…,[(n,0)],……,}. 


N= 10,1 


2 


N 有 以 下 性 质 : 

(m+n=[(m,0)]+[(n,0)]=[(m+n,0)]=m+n, 

(iD m:n=[(m,0)]:[(n,0)]=[(mn,0)]=mn, 

(ii)m<n me m<n. 
由 于 有 这 些 性 质 ,我 们 说 玉 构成 乙 的 一 个 封闭 子 集 . 这 使 我 们 可 以 把 自然 数 
集 N 用 下 面 的 方法 嵌入 Z 中 去 . 令 

fl(n)=n(€E NCZ). 
:N-*Z 具有 性 质 (注意 NN 的 性 质 (i),(ii), (iii)): 
fm+tn)(=m+ana= m+n)= f(m)+f(n), 
fimn)(= mn= m:n)= f(m): f(n), 
m<n>f(m)< f(n). 

这 些 性 质 说 明 f 是 N 到 N 的 保 运算 , 保 序 的 双 射 (f 的 值 域 是 N, 了 的 保 序 性 
决定 了 /是 单 射 ), 且 /(0)=0,f(1)=1. 我 们 说 N 与 N 同 构 ,并 说 了 把 N 同 
构 嵌 和 人 ZZ. (关于 同 构 的 一 般 概 念 详 见 8$S.2). 


五 、 小 结 


也 是 作为 N 的 一 种 商 集 ( 关 于 一 种 特殊 等 价 关 系 ) 定 义 的 , 它 由 自然 数 有 
序 对 的 等 价 类 组 成 . Z 上 有 了 加 法 与 乘法 两 种 二 元 运算 ,有 了 一 个 二 元 关系 
一 一 序 , 还 有 两 个 具有 特殊 性 质 的 元 素 0 与 1.N 可 同 构 谋 入 Z 一 一 同 构 于 Z 
的 封闭 子 集 N. 乙 比 N 多 出 一 条 性 质 : 可 以 自由 做 减法 . 

最 后 来 观察 Z 的 一 般 成 员 . 任 取 [(m,n)]€Z 这 时 有 两 种 可 能 情形 : 

力 伍 时 , 设 m =n+k, 此 时 有 

[Cm,n)] = [(n + k,n)] = [(k,0)] = 
m<n 时 , 设 n=m+l, 此 时 有 
[Cm,n)] = [(m,m+/)] = [(0,0)] =-[(1,0)] = 一 2 

现在 我 们 看 到 ,Z 中 元 素 只 有 两 种 :一 种 是 N 中 元 素 ,一 种 是 N 中 某 个 元 素 的 
负 元 .这 样 ,Z 有 了 下 面 的 形象 : 

Z= |, -ne, —3,—2,—1,0,1,2,3,,n ,|. 
最 后 ,我 们 把 所 有 n 都 写成 n , 称 作 ( 新 ) 自 然 数 (原来 的 自然 数 称 作 旧 自然 数 ， 
因 新 旧 自 然 数 性 质 相同 , 旧 的 可 以 忘掉 ), 于 是 玉成 了 N, 且 

NCZ= 4,— n°, -2, -1,0,1,2,..,n,..}. 


$4.2 N? 的 一 个 重要 分 类 - 


什么 是 整数 ? .9% - 


现在 我 们 把 包 叫做 整数 集 , 它 具 有 我 们 熟知 的 整数 集 的 性 质 ,而 这 些 性 质 来 
自 自然 数 的 性 质 . Z 是 N 的 扩张 ,但 乙 与 N 相 比 , 忆 具有 更 对 称 的 构造 . 我 们 
把 这 个 结构 记 作 : 
(Z, +,°, <,0,1). 
注 把 三 个 不 同 的 ( 旧 ) 自 然 数 有 序 对 的 等 价 类 分 成 三 列 (在 各 列 有 序 对 
的 第 一 与 第 二 坐标 上 方 分 别 标 出 “ 收 ”与 “ 支 " 二 字 ) 列 出 如 下 : 


收 支 收 支 收 支 
(1,0) (0,0) (0,1) 
(2,1) (1,1) (1,2) 
(3,2) (2,2) (2,3) 
(k+1,k) (k,k) (k,k+1) 


第 一 列 ,我 们 见 到 了 整数 1; 第 二 列 , 我 们 见 到 了 整数 0; 第 三 列 ,我 们 见 到 了 整 
数 一 1. 

本 节 我 们 完整 地 走 完了 从 自然 数 到 整数 的 全 过 程 :以 自然 数 为 基础 定义 
了 整数 ,并 由 自然 数 性 质 推出 了 整数 性 质 . 接着 请 思考 下 面 的 问题 : 

思考 题 1 如 何 从 整数 走向 有 理 数 ? (思考 之 后 再 进入 下 一 节 ，) 


4.2 附 由 哪些 自然 数 性 质 推出 了 整数 性 质 ? 


由 N 到 了 用 到 了 N 的 以 下 共 13 条 性 质 : 
加 法 

1 交换 律 ， 

2” 结合 

乘法 

1” 交换 律 ， 

2” 结合 律 ， 

3” 对 加 法 的 分 配 律 . 
0 与 1 的 性 质 

1 n+0=n, 

2° nl=n, 


3” 0A1. 
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1” 反 自 反 性 ”xn， 
2” 可 递 性 (m<nAn<k) 一 m<k， 
3” 三 分 律 m<nVm=nVn<m, 

4” 加 法 保 序 性 m<n 一 m+k<n+k， 

5” 乘法 保 序 性 “(mn 人 k 天 0) 一 mk<zL. 

注 1 自然 数 加 法 与 乘法 消去 律 : 

m+k=n+k>m=n, 
"=n 上 及 了 0 一 m =n 

可 由 N 上面 的 性 质 推出 (用 反 证 法 及 序 的 性 质 等 ). 

注 2 上 述 13 条 性 质 Z 也 具有 ,但 Z 多 出 一 条 性 质 : 每 个 整数 都 有 负 元 . 

$4.3 重要 练习 一 : ZXx(Z- 101) 的 一 个 分 类 
一 一 什么 是 有 理 数 ? 

本 节 是 关于 等 价 关 系 与 等 价 类 的 一 个 大 练习 题 ,请 读者 完成 . 练习 的 每 
一 步 都 不 难 ,但 完成 了 整个 过 程 之 后 便 登 上 了 一 个 新 的 高 度 . 

上 节 我 们 构造 了 整数 集 Z, 并 推出 了 整数 的 一 些 基本 性 质 . 自然 数 集 N 
已 被 同 构 伐 和 人 Z. 关于 整数 所 熟知 的 其 他 性 质 都 可 由 这 些 基 本 性 质 得 到 . 下 
面 的 练习 以 整数 为 基础 ,整数 性 质 可 以 自由 运用 . (除了 Z 的 性 质 , 上 节 构 造 
乙 的 具体 过 程 可 以 忘掉 . ) 

设 Zx(Z-101)(=1(a,6)la,bEZ,b 了 01) 上 二 元 关系 R 由 下 式 定 
义 : 


(ab)R(c,d)** ad=be. 
1. 请 验证 及 是 乙 x(Z- |01) 上 的 等 价 关系 : 
(i( 自 反 性 )(a,b)R(Ca,O). 
(ii) (对 称 性 )(a,b)R(c,d) 一 
( 首 ) (可 递 性 )(a,b)R(c,d) 且 (c,d)R(e， Dp— 
2. 列 出 以 下 等 价 类 中 若干 元 素 ( 注 意 [(a， b=.a) Ezx (2 101) 
lad = bcl): 
[(1,1)]=1(2,2), ! 
[(0,2)]=| 1. 
[(-1,2)]={ 二 
[(3, -5)]=} i 
记 Q=ZxZ(Z- {01)/R={[(a,6)]la,bEZ,6#0}. 


$4.3 重要 练习 一 : Zx (Z- 101) 的 一 个 分 类 


什么 是 有 理 数 ? * 101: 


一 、Q 上 加 法 


定义 Q@ 的 加 法 为 : 
[(a,6b)] + [(c,d)] = [(ad + bc,bd)]. 

3. 验证 加 法 定义 的 合理 性 , 即 验证 ( 往 下 (a,6b)R(c,d) 写 成 (a,6b) 一 

(c,d)): 
(a,b) ~ (a1,b1) 有 (c,d) ~ (c,di)— (ad + bc ,bd) 
~ (aidi+ bici,bid1). 

4. 证 明 以 下 结论 (1) 一 (4). 

(1) 加 法 交换 律 : Yr,sEQ(r+s=s+r).( 设 r=[(a,6)]， 

s=[(c,d)]) 

(2) 加 法 结合 律 :(r+s)+t=r+(s+t). 

(3) Q 中 存在 零 元 0 使 Yr(=[(a,6)])EQ,r+0=r. 

(4) Q 中 任 一 元 禹 有 负 元 :YrEQ3sEQr+s=0. (此 时 ;叫做 x 的 负 
元 , 记 s= -r. ) 


二 、Q 上 乘法 


在 Q 中 规定 来 法 为 : 
[(a,6)]*[(c,d)] = [(ac,bd)]. (b,d #0 bd #0) 

5. 验证 乘法 定义 的 合理 性 , 即 :(a,b) 一 (ai,b) 且 (cd) 一 (cdi) 一 

6. 证 明 以 下 结论 (5) 一 (10): 

(5) res=s°r. 

(6) (r*s)*t=r*(s*t). 

(7) Q 中 存在 单位 元 1 使 VrEQ(r*1=7). 

(8) 1 天 0. 

(9) Q 中 任 一 非 0 元 徊 有 有 法 逆 元 :对 任 一 rEQ, 若 r 隆 0, 则 有 sEQ 使 
res=1. (s 叫做 + 的 乘法 北 元 . ) 

(10) (分配 律 ) r*(s+t)=r*stret. 

7. r 的 乘法 北 元 记 作 r !(r 取 0 时 ), 则 [(a,6)] '=[( )]. 

PA 则 除法 定义 为 r 二 s=r5 !. 

=[(a,6)],s=[(c,d)] 天 0, 则 rs=[( )]. 

np 本 节 练 习 由 岂 X (101) 出 发 . 著 改 为 由 ZXZ 出 发 ,有 什么 

结果 ? 
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三 、Q 中 序 


设 r=[(a,6b)],s=[(c,d)], 且 6b,d>0. ( 若 b<0, 写 [(a,65)] 

=[(-a,-0)], 则 -0>0.) 规 定 
r < xs( 或 写 s > r) * ad < pc. 

8. 序 定义 合理 , 即 当 (a,b) 一 (al,b),(c,d) 一 (cidD) 且 DO0d ,di> 

0 时 ， 
ad<hp 一 adi< bcl 

9. 证 明 关于 QQ 中 序 的 以 下 结论 (11) 一 (15),( 设 r=[(a,b)],s=[(c,d)],t 
=[(e,f)],6,d,f>0). 

(11) 反 自 反 性 :Kr. 

(12) 可 递 性 :r<sAs<t 一 <i. 

(13) 三 分 律 :r<sVr=sVs<r. 

(14) (+ 的 保 序 性 )r<s r+1<s+t. 

(15)(: 的 保 序 性 ): >0 时 rr<s 一 rt<s*4. (注意 :t=[(e,f)]>0 时 ， 
设 F>0, 则 有 e>0. ) 


四 、Z 嵌 入 Q 


现 考察 Q 的 特殊 子 集 
Z= {I[(p,D)]JIp€EZ: 
= | …[(- mb] [(-2,1)],[(-11)],[(0,1)]， 
[(1.10)],[(2,.1)]，…[(a,1)] 
记 7=[(n,1)], 则 -n=[( 一 n,1)], 于 是 
FE= 4, , 2, 1,0,1,2, ne. 
易 知 艺 构 成 Q 的 封闭 子 集 : 
[(p,)]+[(g,1)] = [(p + g,1)], 
[Cp,D)]: [(g,1)] = [(p g,1)]. 
按 Q 上 序 的 定义 ,对 任意 p,g EZ, 又 有 
p<g™[(p,1)]<[(g,1)]. 
10. 为 了 把 也 雹 入 Q, 定 义 F:Z-~Q 如 下 : 
f(p)= (EZCQ). 
11. 证 明 f 具有 保 运 算 性 . 
12. 证 明 f 具有 保 序 性 . 
13. Ran(f)= 
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题 10~13 说 明 / 是 Z 到 Z 的 保 运算 . 保 序 双 射 ,有 
f(0) = [(0,D]=0, f(D)=[(1,D]=1. 
这 时 我 们 说 ZZ 与 乙 同 构 , 并 说 把 乙 同 构 岩 人 Q. 
注意 以 上 练习 中 只 涉及 整数 的 有 序 对 及 其 等 价 类 ,过 程 中 不 应 出 现 分 数 . 
五 、 小 结 
Q 是 作为 Zx(Z- {01) 的 一 种 商 集 (关于 一 种 特殊 等 价 关 系 ) 定 义 的 , 它 
由 整数 的 有 序 对 (第 二 坐标 不 为 0) 的 等 价 类 组 成 .Q 中 任 一 元 素 都 可 表示 成 忆 
中 两 个 元 素 相 除 所 得 的 商 : 
[(p,q)]= [(p,1)* [(1,g)] 
=[(p,1): [(q,1)]"! 
= [(p,1)] [Cgq,1)]( 见 题 7)， 


此 结果 写成 "分 数 "形式 
[Cp,4)] = 他 下] (分 数 定义 成 分 子 除 以 分 母 所 得 商 ， ) 
我 们 有 
Q=: {2:1 1p,g9 € 7,q #01. 
最 后 我 们 把 Q 中 所 有 形 为 [(p,1) ] 的 元 素 都 写成 p,(0 与 从 而 写成 0 与 1) 
称 作 (新 ) 浆 数 (与 原来 的 虽 整 数 性 质 相同 ). 于 是 歹 成 了 Z, 且 
ZCQ= [1p,a€z.4#0|. 


思考 题 2 为 什么 包 = 世 ? 


我 们 有 
+ 工 = [(p,g)]+[(r,s)] = [(ps + gr,gs)] = 


S 


站 二 er 
qs 
2 [pal [(r,9] = [prg)] = 时 ， 
现在 我 们 把 Q 叫 做 有 理 数 集 , 上 述 练习 告诉 我 们 ,有 理 数 性 质 来 白 整 数 
的 性 质 .Q 是 也 的 扩张 .Q 比 乙 又 多 了 对 称 性 :每 个 非 零 元 都 有 乘法 逆 元 ,从 
而 可 以 定义 乘法 的 逆 运 算 一 一 除法 . 这 是 引进 Q 的 主要 目的 . 


有 理 数 集 Q 连同 其 上 的 加 法 与 乘法 (二 元 运算 ) , 序 (二 元 关系 ) 及 两 个 特 


殊 元 素 0 与 1, 形 成 了 新 的 结构 
(Q, +,*, <,0,1). 
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本 节 练 习 使 我 们 完整 地 走 完 了 从 整数 到 有 理 数 的 全 过 程 :以 整数 为 基础 
定义 了 有 理 数 ,并 由 整数 的 14 条 基本 性 质 推出 了 有 理 数 的 15 条 基本 性 质 . 
由 于 Q 具有 这 15 条 性 质 ,我 们 说 Q 形 成 了 一 个 有 序 域 (简称 为 序 域 ). 上 述 过 
程 让 我 们 又 一 次 熟悉 了 等 价 关系 与 分 类 的 概念 与 方法 . 

* 思 考题 3 如 何 从 有 理 数 走向 实数 ? 


$4.4 N 上 超 滤 与 N 的 一 种 扩张 


滤 子 概念 是 集 论 的 初等 概念 . 本 节 利 用 N 上 超 滤 对 全 体 一 元 自然 数 函 数 
进行 分 类 , 这 是 等 价 关系 与 分 类 的 又 一 重要 例题 ,结果 很 有 意义 一 一 让 我 们 
得 到 N 的 另 一 种 扩张 . 

读本 节 前 可 以 先 读 节 尾 4.4.2 小 结 ,甚至 只 读 该 小 结 便 可 暂时 跨 过 本 节 
内 容 直 接 进 入 后 面 章节 . 


4.4.1 N 上 滤 子 


先 从 自然 数 集 N 的 子 集 说 起 . 任何 人 ,不 管 学 不 学 数论 或 其 他 数学 ,都 得 
要 和 N 的 子 集 打交道 .N 的 子 集 实在 很 多 ,例如 
a= {0,1,2,…'91， 
b= {0,2,4,6,…,2n |， 
c= !0,1,2,5|， 


N 的 每 个 子 集 相 应 于 着 自然 数 的 某 条 性 质 . 例如 拿 上 面 写 出 的 a,b,c 来 说 ， 
a 对 应 于 性 质 “ 小 于 10" ,2 对 应 于 “是 偶数 "或 是 方程 
sin 号 =0 
的 自然 数 解 ",c 则 是 以 下 “方程 "的 自然 数 解 集 : 
rz(r-1)(r-2)(r -5)=0, 
rr<2Vr=5, 
rz<5NA(r-3)(r-4)AK0, 


上 面 说 的 “方程 是 广义 的 ,不 一 定 是 代数 方程 ,甚至 可 以 带 一 些 逻辑 符号 . 这 
类 “方程 "实际 上 是 含 变 元 的 逻辑 公式 . 
N 的 任何 子 集 都 是 某 种 方程 的 解 集 . 事实 上 , 设 aCN, 则 a 是 方程 
乒 (z) = 1 
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的 解 集 , 其 中 fs 由 下 式 定义 : 
1，xzcea， 


f(z) = |0，zEN-w 

空 集 是 矛盾 方程 的 解 集 ,N 则 是 恒等式 的 解 集 . 

什么 是 滤 子 ? 简单 地 说 ,一 个 N 上 滤 子 本 质 上 就 是 自然 数 某 些 性 质 的 相 
容 组 合 .什么 是 相 容 ? 用 例子 说 “是 偶数 "与 * 是 奇数 "是 不 相 容 的 性 质 ,而 “是 
偶数 "与 “大 于 5” 则 是 相 容 的 性 质 . 

换 一 种 说 法 ,N 上 滤 子 相当 于 某 种 相 容 方程 组 . (这 里 的 方程 是 广义 的 ， 
这 里 的 相 容 是 指 方程 组 内 任意 有 限 个 方程 联 立 在 N 中 有 和 解 , 即 解 集 不 是 空 
集 .) 

定义 1 (N 上 滤 子 (filter on N)) 

设 N 的 子 集 族 F(C:P(N) ) 满 足下 面 的 条 件 1,2 与 了: 

1 GEFNEF, 

2” 若 a,6EF, 则 a 几 nbEF， 

3” 车 aCbCN 且 aEF, 则 6bEF， 
那么 下 叫做 N 上 滤 子 . 如 果 N 上 滤 子 又 满足 条 件 4°: 

4 VaCN(a€FV(N-a)€EF), 
那么 下 叫做 N 上 的 超 滤 (ultrafilter). 如 果 超 滤 下 又 满足 条 件 5°: 

5” N 的 任 一 有 限 子 集 科 F ， 
那么 下 叫做 N 上 的 自由 超 滤 (free ultrafilter) . 

例 1 独 元 族 |N| 满 足 条 件 1 ,2 ,3 , 故 是 个 滤 子 ;但 不 满足 4 , 故 不 是 超 
滤 . 这 是 N 上 的 平凡 滤 子 . 

例 2 F,=|aCNIN-a 是 有 限 集 |. F, 由 NN 的 所 有 “ 余 有 限 " 子 集 ( 即 
余 集 为 有 限 集 的 子 集 ) 组 成 . F, 是 N 上 滤 子 (注意 N 的 两 个 余 有 限 子 集 之 交 
仍 是 余 有 限 子 集 ). F, 不 满足 4, 故 不 是 超 滤 . 例如 ,偶数 集 与 奇数 集 互 余 ,都 
不 是 余 有 限 子 集 , 故 都 不 在 F, 中 . 但 F, 满足 5°, 因 为 F, 中 没有 有 限 集 ( 余 有 
限 子 集 当然 是 无 限 集 ).F, 叫做 余 有 限 子 集 滤 子 或 Frechet 滤 子 . 

在 寻找 超 滤 之 前 , 先 讨论 超 滤 的 简单 性 质 . 

命题 1 设 下 是 N 上 超 滤 , 旦 aiUaz=aEF, 则 有 : 

alEFVa€EF. 

证 因 aEF, 故 N-aKF( 否 则 =a 几 (Na)EF, 矛 盾 ). 又 因 a = 
aiUa2z， 
故 (N-a)N(N-a2)(=N-a)gF. 
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由 此 及 滤 子 性 质 2" 知 N 一 a1&F 或 N- az 多 F. 再 由 超 滤 性 质 4" 知 a1 EF 或 
azEG 下. 0 
推论 设 下 是 N 上 超 滤 , 且 alU…Ua,=aEF, 则 有 
a1€E FV…V a € FF. (对 nn 归纳) 
命题 2 设 正 是 超 滤 , 则 有 
下 是 自由 超 滤 二 F 汪 FF,(Frechet 滤 子 ). 
证 ( 习 ) 任 取 a€F,,N--a 是 有 限 集 ( 按 例 2 中 FF, 的 定义 ). 已 知 严 是 
自由 超 滤 , 故 有 限 集 N- a 科 F( 由 性 质 5"). 再 由 超 滤 性 质 4* 知 a€ 下 . 
(一 ) 反 设 下 不 是 自由 的 ,于 是 有 某 个 有 限 集 a€ F. 这 时 余 有 限 子 集 N 
-a€F,. 已 知 F,CF, 故 N-aE€F. 由 性 质 2 得 a 门 (N-a)= 弛 EF, 与 性 


质 1" 矛 盾 . 0 
至 此 尚未 见 到 具体 超 滤 . 
例 3 子 集 族 Fo=|aCNI0Eai 是 超 滤 ,因为 以 下 事实 成 立 : 
1” 00,0€EN, 


2° 0€aN0Eb 一 0Eano， 
3” 0€aCb > 0€b, 
4° 0E€aVOEN-a. 
超 滤 Fo 不 是 自由 超 滤 ,因为 独立 元 集 {01 € Fo. 
类 似 ,我 们 有 一 串 超 滤 : 
FI=fiaeCNILIEal， 
户 =teCNI2Eal， 


1 


F,= {iaCNIn€al, 
我 们 把 这 种 超 滤 (F, ,n EN) 叫做 N 上 的 主 超 滤 . 每 个 主 超 滤 都 含有 自己 的 
独 元 集 ({nE F,) ,所 以 它们 都 是 非 自 由 的 超 滤 . 换 句 话说 ,自由 超 滤 一 定 是 
非 主 超 滤 . 反 过 来 也 正确 (练习 1), 于 是 自由 超 滤 就 是 非 主 超 滤 , 二 者 同一 . 

练习 1 证 明 N 上 非 自由 的 超 滤 一 定 是 某 个 主 超 滤 . 

现在 的 问题 是 :自由 超 滤 即 非 主 超 滤 存 在 吗 ? 

在 寻找 自由 超 滤 之 前 ,还 要 认识 超 滤 的 一 个 性 质 一 一 极 大 性 . 一 般 滤 子 
不 - 定 有 极 大 性 . 滤 子 民 具有 极 大 性 ,是 指 : 若 滤 子 GF, 则 G=F. 以 例 3 
中 的 主 超 滤 Fo 为 例 , Fo 是 极 大 滤 子 ,因为 Fo 不 能 再 扩张 成 其 他 滤 子 ( 若 有 ， 
其 元 素 也 必 含 有 0, 否 则 与 滤 子 性 质 1 ,2 矛盾 ,因为 101E Fo). 


ee 
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命题 3 超 滤 一 定 是 极 大 滤 子 . 
证 设 下 是 超 滤 . 反 设 有 滤 子 G 必 FF 使 G 关 F 收 ,这 时 有 a EG 但 a&F. 
因 下 是 超 滤 ,由 性 质 4* 知 N -a€ FCG. 对 滤 子 G 用 性 质 2" 得 
af(N-a)=YESG, 
这 与 滤 子 性 质 1 矛盾 . 口 
如 果 说 滤 子 相应 于 某 种 相 容 方程 组 ,那么 一 个 超 滤 则 相应 于 某 个 极 大 相 
容 方程 组 . 如 果 说 滤 子 相应 于 自然 数 性 质 的 一 种 相 容 组 合 , 那 么 超 滤 则 相应 
于 自然 数 性 质 的 一 种 极 大 相 容 组 合 . 
为 了 寻找 自由 超 滤 ,可 以 从 Frechet 滤 子 F,( 见 例 2) 开 始 扩 张 .F, 不 含 
有 限 集 ,但 不 是 超 滤 . 因 超 滤 有 极 大 性 ,为 达到 极 大 ,就 要 有 一 步 步 扩 张 滤 子 
的 方法 . 扩张 的 基本 做 法 如 下 . 
设 下 是 滤 子 . 若 下 为 超 滤 , 则 已 为 极 大 . 若 下 非 超 滤 , 则 不 满足 条 件 4 "， 
于 是 必 有 aCN 使 
agF MA(N-a)gF (1) 
这 时 a 满足 
VbEF(aNb# 8). (2) 
事实 上 , 若 ua 门 b= 名 , 则 5bC(N--a); 由 滤 子 性 质 3 知 N-a€ 下 ,这 与 (1) 巴 
盾 . 
有 了 (2), 将 下 扩张 的 方法 是 : 拿 a 与 玉 中 所 有 元 素 分 别 取 交 ,然后 让 这 
些 交 连同 所 有 比 某 个 交 更 大 的 那些 N 的 子 集 一 道 进 入 下, 便 得 到 一 个 比 下 更 
大 的 滤 子 . 我 们 把 这 个 更 大 的 滤 子 叫做 由 FU faji 生 成 的 滤 子 . 如 果 生 成 的 
是 超 滤 , 便 止步 ;如 果 生 成 的 不 是 超 滤 ,我 们 可 以 重复 上 述 过 程 一 步 步 扩 张 , 直 
到 得 出 超 滤 为 止 ， 
直观 上 ,上 面 的 过 程 可 以 让 我 们 相信 一 条 原则 : 
滤 子 扩张 原则 ”任何 滤 子 都 可 以 扩张 成 一 个 超 滤 . 
用 选择 公理 可 以 证 明 滤 子 扩张 原则 ( 详 见 第 九 章 ). 不 仅 如 此 , 集 论 研究 
表明 , 滤 子 扩张 原则 比 选择 公理 更 可 靠 ,可 以 更 放心 使 用 . 
按 滤 子 扩张 原则 把 Frechet 滤 子 F, 扩张 成 为 超 滤 , 得 到 的 超 滤 是 N 上 的 
自由 超 滤 即 非 主 超 滤 ( 见 命题 2). 
注 “本 段 仅 讨论 自然 数 集 N 上 的 滤 子 与 超 滤 . 可 以 更 一 般 地 建立 任意 集 
上 的 滤 子 与 超 滤 概念 ,并 建立 起 类 似 的 理论 . 


4.4.2 N 的 一 种 扩张 
前 面 已 见 过 自然 数 函数 空间 
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NN= |{f1f:N—N} 
上 等 价 关系 的 例子 (4.1.1 例 1, 练 习 2). 本 段 利 用 超 滤 给 出 NN 的 一 种 重要 分 
类 ,从 而 得 到 N 的 一 种 扩张 . 
约定 用 f+ g,f"g 与 fg 分 别 表示 自然 数 函 数 太 与 8 的 和 、 积 与 复合 , 它 
们 是 分 别 用 以 下 三 个 公式 定义 的 自然 数 函数 : 
(f+g)(n)= f(n)+g(n), 
(f*g)(n)= f(n)* g(n), 
(f° g)(n)= f(g(n)). 
另外 用 f=g 表示 Yn€EN(f(n)=g(n)), 用 f<g 表 示 Yn€EN(f(n)< 
g(n)). 


一 、NN 的 一 种 剖 分 一 “N 


现 设 下 是 一 个 N 上 非 主 超 滤 . 如 果 自 然 数 函数 与 g(ENN) 满 足 
{n€ENIf(n)= g(n)} €F, 
则 说 f 与 g 关于 下 几乎 相等 , 记 为 =pg. (f=g 是 /=pg 的 特例 , 因 NE 
F. )“= "是 NN 上 的 等 价 关系 (参见 4.1.1 练习 2. 自 反 性 与 对 称 性 是 明显 
的 ;可 递 性 来 自 事实 
{n€ENIf(n)=h(n)| DO {In ENI f(r) 
=g(n)}!N {InENIg(n) = h(n)}, 
而 这 个 事实 来 自 相等 (= ) 的 可 递 性 . ) 
用 这 个 等 价 关系 (= F) 得 到 NN 的 分 类 ( 商 集 ) 记 作 
"N= {[/] 1 f:N— NI}, 
其 元 素 [f]( 等 价 类 ) 由 与 /( 关 于 下) 几乎 相等 的 函数 g 所 组 成 : 
[f]= IgE"NIf=rg}. 
下 面 定义 "N 上 的 运算 .仔细 研究 "N 及 其 运算 的 性 质 ,发 现 "N 与 N 之 
间 具 有 保 真 性 (“ 保 真 "的 涵义 下 面 将 会 看 到 ). 这 个 * N 是 我 们 不 熟悉 的 新 奇 
世界 ,但 具有 我 们 很 熟悉 的 性 质 . 


二 、*N 上 加 法 与 乘法 

“N 上 加 法 与 乘法 分 别 由 下 面 二 式 定义 : 
[f]+[lg]j= [f+g], (1) 
[f]: [gs] = [f-: g]. (2) 


为 验证 定义 (1),(2) 式 的 合理 性 , 设 f=Ff1,g =Fg1. 需要 验证 
(f+g)=F(fitg)Rf.g =rfi* gl 
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记 a={nEN|If(n)=fi(n)1,6=|nENIg(n)=gi(n)|. 易 见 
{n€ENIf(n)+g(n)= fi(n)+ gi(n)} Oa, (3) 
{n€ENIf(n): g(n)= fi(n): gi(n)} Da sb. (4) 

由 f=Ffi( 即 a€F) 与 g=pg1( 即 bEF) 及 滤 子 性 质 知 (3) 与 (4) 左 端 皆 属 

于 F，* N 加 法 与 乘法 定义 的 合理 性 证 毕 . 

函数 值 总 取 0 的 常 值 函数 就 用 0 表示 . 我 们 有 
[f] +[0] = [f+0]= [f]. 
同样 , 取 常 值 1 的 函数 用 1 表示 , 则 
[f]* [1] = [f:1]= [/). 
当然 有 [0] 才 [1], 因 为 0 关 F1( 这 是 因为 ZYF). 
“"N 上 加 法 性 质 : 
1” 交换 律 
[f+ [g]( 类 [+g] = [e+ 万 ) = {gl+[/]. 
2” 结合 律 
(LA]+[g])+[A(= [f+g+h])= [f+ (lg]+ [4]). 
“N 上 乘法 性 质 : 
1” 交换 律 
[/] :Lgl(S[f: 8)) = [el [让 
2” 结合 律 
([f] : [g): [hl](= [f :gh])= [7] (Lg] [4])). 
3” 对 加 法 的 分 配 律 
[7]: (lg]+ [a])(= [f(g+4)])= [LA [gl+[f]:[h]. 
天 x 十 疮 
规定 
[f]<[lgJ~> In€ENIf(n)<g(n)iEF (5) 

(5) 的 右 端 被 说 成 是 f( 关 于 下) 几乎 小 于 g , 记 作 ,f<Fg. 为 验证 (5) 式 定义 

的 合理 性 , 设 f<Fg, 且 设 /=Ff1,g=Fg1, 即 

a=|In€ENIf(n)= fi(nIEFHAb= InENIg(n)= gn EF. 

易 知 

In€ENIfi(n)<g(ni DaNeN InENI fn) < gln)}, 

由 上 式 与 1nEN|f(n)<g(n)1EF 及 滤 子 性 质 得 

lIn€NIfi(n) <gi(n)iEF. 
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序 的 定义 的 合理 性 证 毕 . 

“N 上 由 (5) 式 定义 的 序 具 有 以 下 性 质 . 

1” 反 自 反 性 

VfENN([f]KX[f]).( 这 是 因为 [n EN|f(n)<f(n)1=@F.) 

2” 可 递 性 

Vf,g,hENN([f]<[gJA[g]<[h] 一 [f]<[h]).( 这 是 因为 {n EN 
[fn)<h(n)l DOInENIf(n)<g(n) NnENIg(n)<h(n)}.) 

3” 三 分 律 

Vf,gENN([f]<[g] V [ 门 =[g] V [g]<[f]). (由 jzENI7(z)< 
g(z)lUlnzENIF(n)=g()EUizENIg(z)<F(nz) =NEF 及 4.4.1 命 
题 1 推论 即 得 . ) 

4” 加 法 保 序 性 

[f]<[g] 一 [f]+[h]<[g]+[h].( 这 是 因为 [In EN|f(n)+h(n)< 
g(n)+h(n)l=|In€ENIf(n)<g(n)}. ) 

5” 乘法 保 序 性 

([f]<[g]A[h]>[0]) ~ [f]*[h]<[g]*[h]. (这 是 因为 {n€N| 
fn)h(n)<g(n)h(n) OInENIf(n)<g(n)NInENIA(n)>0}. ) 
至 此 我 们 看 到 ,关于 加 法 ,乘法 及 序 ,“ N 与 N 具有 同样 的 13 条 性 质 (参见 
$4.2 附 )，"N 的 性 质 来 自 N 的 相应 的 性 质 . 

*N 有 什么 新 鲜 处 ”这 是 我 们 要 着 重 研究 的 . 


四 、“N 上 的 特种 一 元 函数 

*N 上 的 一 元 函数 种 类 很 多 (函数 空间 "w*N 比 NN 复杂 得 多 ). 我 们 发 现 
其 中 有 一 类 特别 有 趣 , 那 就 是 NN 在 "*N 中 的 “影子 空间 ”, 现 介绍 如 下 . 

每 个 自然 数 函数 /:N 一 N 都 相应 有 一 个 “N 上 的 一 元 函数 " f:* N 一 “N， 
它 由 下 式 定义 : 


“fl[g)=[f°g] (EN)， (6) 
注意 "的 自 变 量 [g] 与 函数 值 [f*g ] 都 是 N 中 的 等 价 类 ,这 是 与 了 不 同 的 . 
为 验证 函数 "三 的 上 述 定义 的 合理 性 , 设 g= Fg1, 即 
{In€ENIg(n)= gi(n)} EF. 
易 见 
In€ENIf(g(n))= flg(n)i D1nENIg(n)= gi(n)}, 
故 上 式 左 端 属 于 下 , 即 f*g =Ff*g1.“ 下 的 定义 的 合理 性 证 毕 . 
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与 /关系 密切 ,首先 表现 于 以 下 3 个 命题. 
命题 1 若 /<g, 则 "f/<*g. 
证 任 取 [h]E*N, 由 (6) 有 
“f([a])= [f° h]<[g*e hl= "g([h]), 
中 间 的 不 等 式 来 自 事实 (注意 f< g): 
tmnENIAOA(z))<gA(z)) =NEF. 0 
注 命题 1 中 “<" 可 改 为 “<”, 证 明 类 似 . 
命题 2 车/ 严格 增 (m<n 时 ,f/(m)<f(n)), 则 “也 严格 增 : 
Tey f(s) f(y) 
证 设 z=[g],y=[h] 且 [g]<[h] 即 jn€ENlg(n)<h(n)1EF. 这 
时 由 
{n€ENIf(g(n)) < flh(n)) OIn ENI g(n) < h(n)! 
及 滤 子 性 质 知 上 式 左 端 属于 下 ,于 是 
"fl[g])= [f°g]<{feh]= "fh)). 品 
注 命题 2 中 的 “严格 增 " 可 改 为 一 般 “ 单 调 增 ”. 
命题 3 若 三 与 g 交叉 递增 : 
i<j™>/f(i)g(i) < f()g(i), 
则 * 了 与 "g 也 交叉 递增 : 
TIT<y— f(r) "g(y) < “f(y) “g(x). 
证 设 z=[h],y=[/](A,LENN) 且 [A]<[Z] 即 
{n€ENIh(n) < in)} EF. 
由 f 与 g 的 交叉 递增 性 知 
faENIAA(Ca))g(CCOD)) < Flin)g(h (nD) En ENIA(n) < i(n)}, 
由 滤 子 性 质 知 上 式 右 端 属于 下 ,于 是 
[f° hllg* i]< (f°)lg eh], 
此 即 
“fA([h]) “g([1]) < “7CC]) sg([A]). 0 
注 命题 3 中 的 严格 “交叉 递增 "可 改 为 非 严 格 一 般 “ 交 叉 增 ”. 
现在 我 们 有 了 一 个 新 的 结构 : 
《*N,[0],[1], + gm)， 
这 个 结构 与 原来 我 们 熟悉 的 结构 
(N,0,1, +, FE 
之 间 有 密切 关系 ,它们 是 有 相同 语言 的 结构 ,有 相互 对 应 的 运算 与 常 元 . 
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五 “N 的 封闭 子 集 入 
下 面 把 函数 值 取 常 值 m 的 自然 数 函 数 就 简单 写成 m , 它 的 等 价 类 是 
[m]= ig€ NNIg=pml. 
关于 这 些 常 值 函 数 的 等 价 类 ,我 们 有 : 


m<n>[m]<[n], (由 "N 上 序 的 定义 ) (7) 
[m]+[n]= [m+n], (由 (1)) (8) 
[m]:[n]= [m:n], (由 (2)) (9) 
“fl([n])(= [f° nn])= [f(xn)]. (由 (6)) (10) 


记 

N= {[m] i m € N} = {[0],[1],.…,[m],}. 
由 (8),(9),(10) 我 们 看 到 ,N( 关 于 *N 上 的 运算 ) 是 "N 的 封闭 子 集 . 

*N 中 除 [m ] 这 样 的 常 值 函数 等 价 类 外 ,还 有 许多 别 的 等 价 类 . 一 个 重要 
例子 是 恒 等 函 数 的 等 价 类 . 用 id 表示 恒 等 函 数 : 
Vn € N(id(n) = n). 

记 o=[id]. 则 o 维 , 即 Y mEN(o 才 [m]). 事实 上 , 因 id(n)=n, 对 任意 取 
定 的 m 便 有 

{n€ENlidn)=m!}={nEN|In=m}= {migF 


(注意 下 是 非 主 超 滤 , 不 含有 限 集 ) ,这 说 明 id 二 rm 即 c 天 [m]. 
按 函数 "了 的 定义 ((6) 式 ), 它 对 o 的 取 值 是 
“fl(o) = “fid]) = [f° 1d] = [/]. (11) 
例 1 设 f(n)=2n,g(n)=n?, 则 "f(g)=2o,"g(o)=o?. 事实 上 ,由 
(11)， 
“fl(o) = [f]= [id+id] = [idj+ [id] = o + 0(= 20), 
“g(o) = [g] = [id*id] = [id]: [id] = o .0o(= o). 
既然 *N 一 N 天 多 ,那么 要 问 :N 在 "N 中 处 于 什么 位 置 ? 下 面 命题 4 告诉 
我 们 , 按 "N 中 序 ,N 是 "N 的 前 段 : 
命题 4 任 一 rE “*N-N 和 皆 大 于 N 中 所 有 元 素 : 
VmE€ N(r > [m])). 
证 设 t=[f] 的 ,mEN. 为 证 tr>[m], 反 设 [f]<[m], 即 
{In€ENIf(n <milE€EF. 
记 ai=|nENIf(n)=k|, 则 有 
{n ENIf(n)<m}l=aUaU Ua,. 


$4.4 N 上 超 滤 与 N 的 一 种 扩张 YE 


由 4.4.1 命题 1 推论 知 必 有 某 个 aeE F(k<m), 即 f= FA, 这 说 明 
r= [/] = [&] € N, 蔬 盾 . 0 
六 、N 谋 入 “*N 
N 可 以 用 下 面 自 然 的 方法 做 人 ”N 中 去 . 令 


H(n)= [zl(ENC"N)， 
映射 日:N 一 “N 具有 性 质 


m<n—>H(m)< H(n), (由 (7)) 
H(m+n)= H(m)+ H(n), (由 (8)) 
H(m*n)= H(m). H(n), (由 (9)) 
H(f(n)) = “f/f([n]). (由 (10)) 


上 述 性 质 说 明 电 是 N 到 N(C*N) 的 保 运算 , 保 序 双 射 (H 的 值 域 是 N,H 的 
保 序 性 决定 了 HH 是 单 射 ), 且 H(0)=[0],H(1)=[1]. 我 们 说 N 与 N 同 构 ， 
并 说 日 把 N 同 构 嵌 入 “N. (类似 的 泣 入 过 程 见 前 面 的 $4.2 与 $4.3. ) 

到 这 时 ,我 们 可 以 把 [n ] 简 单 地 写成 n , 称 作 新 自然 数 (新 旧 自 然 数 符号 
不 作 区 分 ), 于 是 N 成 了 N, 且 说 N 被 扩张 成 为 *N. 现在 的 0 是 ( 旧 ) 自 然 数 的 
常 值 0 函数 的 等 价 类 . 

自然 数 运 算 性 质 在 "N 中 都 保持 ,说 明 *N 对 N 的 扩张 有 一 定 保 真性 “N 
是 一 种 新 算术 模型 . 

把 [n] 写 成 n, 则 (10) 式 可 写成 

"fl(n) = f(n). (12) 
此 式 说 明 *f 是 /从 N 到 "N 的 扩张 . 
如 果 把 f:N-~N 写成 自然 数列 : 
nosnosn2，… sna"… 《其 中 由 = f(k)). 
那么 对 应 的 "f:“N 一 *N 则 可 写成 (注意 (12)): 
nosnnsn2s nk nr" 《其 中 = “(7)). 
这 是 原 数列 的 自然 延伸 . 每 个 自然 数列 都 可 看 作 一 个 自然 数 函 数 .都 有 该 数 
列 的 相应 的 自然 延伸 . 
例如 ,偶数 列 与 平方 数列 的 自然 延伸 分 别 是 (参见 例 1): 
052,4,63°° 05203200 
[机 


4.4.3 小 结 
新 算术 模型 "N 作为 N 的 一 种 扩张 ,是 一 种 10,1, + ,*,f,g…| 型 结构 ， 


ld 第 四 章 “什么 是 实数 ? 


其 上 运算 保留 了 N 上 相应 算 的 性 质 . 特别 “N 具有 N 的 13 条 基本 的 运算 性 
质 : 

加 法 交换 律 , 结 合 律 ; 

乘法 交换 律 ,结合 律 及 对 加 法 的 分 配 律 ; 

0 与 1 的 性 质 :0 了 1,z+0= 工 ,T*1= 工 ; 

序 的 性 质 : 

1” ( 反 自 反 性 ) zxz. 

2” 可 递 性 (xz<yAy<z) 一 I<z. 

3” 三 分 律 z<yVZz=yVy<z. 

4” 加 法 保 序 性 z<y 一 工 +z<y+z， 

5” 乘法 保 序 性 〈(z<yAz 天 0) 一 zz<yx. 

记 N-= "N-N.N- 天 ,例如 ccENu( 见 例 1 前 cv 的 定义 ). N 是 "N 的 
前 段 (命题 4) : 

命题 4 YrEN-YnEN(Cr>7). 

“N 的 形象 是 : 

0,1,2,.°° 7.0.0 + 1 

任 一 f:N>N 都 有 自然 扩张 "f:“N 一 "N(YnEN *f(n)=f(n)). 或 
者 说 , 任 一 自然 数 序列 都 有 它 的 自然 延伸 . 

命题 1,2,3 可 用 序列 语言 写成 . 

命题 1 设 如,q， 为 二 自然 数列 . 若 p,< gq,(nEN), 则 p.< g(r€E 
N»). 
命题 2” 若 自然 数 序列 加 严格 增 , 则 其 自然 延伸 也 严格 增 : 

po<pi<p<<p < <p < p< 
命题 3” 若 二 自然 数 序列 p, 与 g, 交叉 递增 : 
Vi,j EN(i < j™ pg; < pgi), 
则 上 式 把 N 改 为 *N 后 也 成 立 . 特别 ,总 有 
prqr < pln (n EN,rE Ne.). 

注 命题 1',2',3’ 中 的 严格 不 等 号 “<”" 可 全 改 为 “*<”( 参 见 命 题 1,2,3 
注 ). 

*N 的 仅 以 上 列 出 的 性 质 便 可 使 我 们 用 它 做 很 有 意义 的 事情 . 至 于 *N 
的 具体 构造 (NN 关于 =F 的 商 集 ) 往 下 并 不 重要 . 事实 上 ,还 可 用 其 他 方法 来 
构造 或 引入 * N( 参 见 第 五 章 及 第 十 一 章 ). 


号 4.5 一 种 特殊 的 非 Archimedes 序 域 一 -从 "N 到 "QQ 3 


$4.5 一 种 特殊 的 非 Archimedes 序 域 
一 一 从 *N 到 *Q 
我 们 在 $4.2 中 由 N 出 发 构造 了 整数 集 Z, 由 N 上 运算 的 13 条 基本 性 质 
推出 了 的 性 质 ( 见 4.2 附 ). 现 在 让 我 们 用 上 节 得 到 的 *N 来 代替 N, 采 用 由 
N 到 乙 的 完全 相同 的 程序 ,几乎 逐 字 逐 句 地 重复 , 便 得 到 比 己 更 大 的 "“Z.“Z 
上 运算 性 质 与 Z 的 性 质 相同 , 原 因 是 * N 也 具有 运算 的 13 条 基本 性 质 ( 试 将 
$4.2 附 与 4.4.2 小 结 加 以 比较 ). 
与 Z 一 样 ,"Z 多 出 了 一 条 重要 性 质 :每 个 元 素 有 惟一 的 负 元 ,从 而 在 *Z 
中 可 以 做 减法 . 
“2Z 的 形象 是 : 
op 2, 1,0,1,2,° so 
有 了 "2Z, 再 向 前 ,按照 8$4.3 中 由 Z 到 的 党 全 相同 的 程序 ， 几乎 逐 字 逐 
句 地 重复 , 便 得 到 比 有 理 数 集 Q 更 大 的 "Q.“Q 与 Q 的 成 员 都 是 分 数 g/p(p 
天 0) ,不 同 的 是 ,对 Q,p 与 9 取 自 忆 ; 对 *Q,p 与 g 取 自 "Z: 


Q= |#1p#0, p,q€ Z|， 
“Q= | 1pA#0, p,q€ 下- 


关于 四 则 运算 (包括 涉及 绝对 值 ) 及 序 ,“Q 与 Q 有 相同 的 性 质 , 这 些 性 质 
分 别 来 自 * 乙 与 乙 的 四 则 运算 及 序 的 性 质 . 


现 将 Q 与 *Q 的 基本 性 质 列 出 如 下 . 
1 (z+y)+z=zr+(y+z). (+ 结合 律 ) 
2” r+0=z. 
3” VYVz3y(z+y=0). ( 负 元 存在 ) 
4 r+ty=ytr. (+ 交换 律 ) 
5 (zy)z=zx*(y°z). ("结合 律 ) 
6” rz'(yt+z)=zx*yt+r*z, 

(z+ty)'z=7r*zt+y'z. (分 配 律 ) 
7 ry=y°z. ("交换 律 ) 
8° 1#0. 
9 rl=z. 


10” VYzrz#03y(r'y=1). (〈' 逆 元 存在 ) 
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11° zxz. 
12” (z<yAy<z) r<z.. 《全 序 性 ) 
13” z<yVz=yVy<z. 
14 zxz<y rtz<yt+z. (+ 保 序 性 ) 
15” (xz<yN\z>0)— rz<y'z. (* 保 序 性 ) 
上 述 15 条 性 质 被 称 作 序 域 性 质 . 我 们 见 到 了 两 个 具体 的 序 域 结构 : 
(Q,0,1, +,*, <) 


(*Q,0,1, +,*, < ). 
得 到 * Q 的 过 程 是 分 步 实现 的 : 
NC NC zc *Q0= |41p,9€ Zp#0). 
下 面 是 "Q 中 的 一 些 具体 元 素 例 子 ( 按 大 小 顺序 写 出 ): 
和 1 1 1 3 30 3 30 3c 


got3o’r -2 +1 2'20 12. 


“Q 中 元 素 有 两 种 ,一 种 其 绝对 值 比 任何 自然 数 都 大 ,如 -经 ,等 等 ; 另 一 
种 叫做 *Q 的 有 限 元 素 ,它们 形成 了 *Q 的 一 个 重要 子 集 : 
Q<= {rE QI IkENIzI<Kk}. 
Q< 叫 做 *Q 的 Archimedes 子 集 . 这 是 因为 Q< 的 每 个 元 素 z 都 具有 的 性 质 
3kENIzls 
被 人 们 叫做 Archimedes 性 质 . 这 一 性 质 意 味 着 量 的 有 限 可 测量 性 .作为 序 
域 ,“Q 是 一 种 非 Archimedes 序 域 . 
思考 题 1 Q< 是 "Q 的 子 域 吗 ? 


$4.6 重要 练习 二 : Q< 的 一 个 分 类 


本 节 是 关于 等 价 关系 与 等 价 类 的 又 一 重要 但 并 不 复杂 的 练习 . 练习 的 结 
果 达 到 我 们 的 一 个 重要 目标 一 一 构造 实数 . 
上 节 我 们 由 * N 出 发 构造 了 非 Archimedes 序 域 "Q: 


*Q= |F 1p,9€ “Zp#0). 


"Q 中 四 则 运算 及 序 的 性 质 与 有 理 数 集 Q 相同 ,练习 中 可 自由 运用 “Q 的 
Archimedes 子 集 Q< 由"Q 中 的 所 有 有 限 元 素 组 成 : 
Q<=irEe "Qil3kENIzl 入 A) 


$4.6 重要 练习 二 : Q< 的 一 个 分 类 “tt7。 


“Q 的 另 一 重要 子 集 是 
1=|a€ "QI veeEN-lol(1al< 二 )|. 


1. 关于 Q<, 试 证 : 若 工 ,yEQ<, 则 
(1) x +y€EQ<. 
(2) rz"yEQ-<. 
2. 关于 卫 试 证 : 
(1) ICQ<. 
(2) a,BEI > a+BEL. 
(3) acEIAzEQ< 一 ZaEL 
我 们 把 工 的 元 素 叫 做 无 穷 小 . 
3. 在 Q< 中 定义 二 元 关系 一 : 
Ty TIER 
证 明 一 是 Q< 上 的 等 价 关系 . 
记 x(EQ- ) 的 等 价 类 为 [z]= |y€EQ<1y 一 +|. 所 有 等 价 类 的 集 Q< /一 
=|[zjlzEQ<1. 在 Q</ 一 中 定义 运算 : 

[zj+[y]=[z+y]，[z]'[y] = [zy]. 
4. 验证 加 法 定义 的 合理 性 , 即 : 并 一 II 人 Ay 一 y! 一 工 +y 一 ZI 二 y1， 
5 . 验证 乘法 定义 的 合理 性 , 即 :一 z1IAy 一 YL 一 zy 一 zy 
6. 验证 运算 性 质 : 
1” [zl]+[y]=[y]+[z]. 
2”([z]+[y])+[z]=[z]+([y]+[z]). 
3” [z]+[0]=[z]. 
4° [z]j+[-z]=[0]. 
5” [zl*[y]=[y]*[z]. 
6"”([z]'[>])[z]=[z]'([y][z]). 
7° [z]*[1]=[z]. 
8” [1] 天 [0]. 
9 [zx]#[0] ~ LeQ<atzl[t]=0]. 
10° [zx]-([y]+[z])=[z]:[y]+[z]*[z]. 
具有 性 质 工 一 10 的 结构 \Q</ 一 ,+，,[0],[1]? 是 个 域 .. 
在 Q<" 一 中 定义 序 : 

[z]<[yJ] ~ zr<yRrxy. 

7. 验证 序 的 定义 的 合理 性 . 即 : 
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TIT~ISYI~YIT<YyI TH YI I< NE 


注 不 能 只 用 zx<y 定 义 [z]<[y]. 例如 1<1+ 二 ,但 [1]=[1+ 十 ]. 

8. 验证 序 的 性 质 : 

11” [zj]Xz] ( 反 自 反 性 ). 

12” [z]<[y],[y]<[z] 一 [z]<[z] (可 递 性 ). 

13” [zj<[y]JV[z]=[y]V[y]<[zx] (三 分 律 ). 

14” [zj]<[y] 一 [zj]+[z]<[y]+[z]、 

15” [z]<[y] 且 [z]>[0] 时 [z]'[=]<[y]'[z=]. 

9. 证 明 z<y 一 [z]s[y]. 

题 6,8 中 的 性 质 荆 一 15 "说 明 结构 

(Q< /~,+,*, <,[0],[1]) 

是 个 序 域 . 


$4.7 什么 是 实数 ? 


上 节 关 于 等 价 关 系 与 分 类 的 练习 使 我 们 得 到 一 个 新 的 序 域 Q< /一 , 它 具 
有 序 域 的 15 条 性 质 ( 题 6 与 题 8 中 的 性 质 工 一 15") ,我 们 把 它 记 成 R: 
R= Q< /~= {[zr]lz € Q<}, 
其 中 
[z]= [y€ Q<Iz~y), 
~y™*zxz-y€l, 
Q<= {rE QI 3kENIzI<Kk}, 


1= lzeQ<I VkE N- 10l 1z 1< 士 | (无 穷 小 集 ). 


R 是 我 们 继 有 理 数 域 Q 及 其 扩张 域 *Q 之 后 见 到 的 第 三 个 序 域 . 它们 之 
间 有 什么 差别 ,是 本 节 要 研究 的 重要 课题 . 

一 、Q 媒 入 R 

在 *Q 这 个 序 域 中 ,Q 这 个 子 序 域 处 在 什么 位 置 ? Q 是 我 们 熟悉 的 , 它 具 
有 Archimedes 性 质 : 

Yr€EQIkENIrI<ER. 

按 Q< 的 定义 ,Q< 是 *Q 的 Archimedes 子 集 ,所 以 有 QCQ<. 

Q 与 *Q 这 个 序 域 之 间 的 差别 是 :前 者 是 Archimedes 序 域 ,后 者 是 非 
Archimedes 序 域 .( 例 如,"Q 中 的 元 素 o 便 不 具备 Archimedes 性 质 , 见 4.4.2 


84.7 什么 是 实数 ? “JIg9: 


小 结 命题 4 . ) Q< 虽 具有 Archimedes 性 质 , 但 可 惜 不 是 域 ( $4.5 思考 题 1). 
这 是 我 们 把 Q< 剖 分 成 R 的 原因 :R 是 我 们 所 需要 的 序 域 . 
既然 QCQ< ,R 就 有 了 一 个 子 集 Q: 
Q=i{[r]ireQl， 
它 由 全 部 有 理 数 的 等 价 类 组 成 . 按 等 价 类 运算 的 定义 (8$4.6), 对 ri,rzEQ， 
有 


[rt+[r] = [rtr], [rn]: [rz] = [rr2]. (1) 
这 说 明 Q 关 于 加 法 与 乘法 成 了 R 的 封闭 子 集 .为 了 把 Q 典 入 R, 令 
H(r) = [r]， 


日 :QR 便 是 所 要 的 嵌入 映射 . 事实 上 ,这 时 (1) 变 成 
H(rit+r2) = 有 (ri + Hr2), Hr 72) = H(r) * H(r2), 
说 明 H 是 保 运算 的 . H 的 值 域 是 Q. 剩 下 的 问题 是 :H 是 单 射 吗 ? 证 明 万 的 
单 射 性 只 用 证 明太 的 保 序 性 : 
rn<r™[r]<[r) (ri,r € Q). (2) 
按 R 中 序 的 定义 ($4.6 题 7 前 ) ,为 证 (2) 式 , 当 mi< ra 时 ,只 要 证 X72 即 
r2 一 ri 绑 便 可 .考虑 


一 一 coQco-， 


72 一 7 
故 有 hEN 使 < 和 ,由 此 知 2 一 i> 二 ,于 是 7 一 rzQl HH 的 保 序 性 
(进而 单 射 性 ) 证 毕 . 此 外 ,下 的 反 向 保 序 性 也 显然 成 立 (用 反 证 法 ). 
日 是 Q 到 Q(CR) 的 保 运算 , 保 序 双 射 ,我 们 说 Q 与 Q 同 构 ,并 说 有 H 把 Q 
同 构 柑 入 R. 往 后 , 当 rEQ 时 ,把 [~](EQ) 简 单 写成 ~>, 叫 做 (新 ) 有 理 数 . 于 


是 0 成 了 Q, 从 而 QCR. 
现在 ,我 们 把 R 叫做 实数 集 . 实数 就 是 有 限 分 数 的 等 价 类 ,由 相差 为 无 穷 
小 的 有 限 分 数组 成 . 我 们 有 


R= |[#]' px#0,p,9 € “zaten(|2|<e)). 


我 们 来 看 实数 零 : 
0( 新 ) = [0(OB)] = lzEQ<Iz 一 0 = 工 
我 们 看 到 ,现在 的 实数 零 是 无 穷 小 集 , 它 有 了 内 部 结构 . 
命题 1(R 的 Archimedes 性 质 ) 
Va€ERAIkENIaI<Ek. 
证 任 取 aER. 不 妨 设 ac >0( 否 则 讨论 -a). 令 a=[z](>0). 这 时 
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了 >0. 因 xzEQ<, 故 有 kEN 使 z<k. 由 此 及 §4.6 题 9 得 a=[z]<k. 
0 
与 R 都 是 Archimedes 序 域 .二 者 差别 何在 ? 


二 、R 的 完备 性 
命题 2(Q 在 R 中 稠 ) 
Va,b ERl(a<b— jr€EQ(a<r< 6b)). 
证 不 妨 设 a>0( 否 则 可 向 右 平移 : 取 充 分 大 自然 数 上 使 0<a+k< 
6 +A.R 的 Archimedes 性 质 可 使 la|<k,kEN). 根据 R 的 Archimedes 性 质 
取 nEN 使 > 让 二 >0, 于 是 动 >ma+1. 再 取 比 na 大 的 最 小 自然 数 问 ， 
于 是 m -1<na. 这 时 有 
na<m<na+l<nm, 
由 此 得 < 到 <. D 
注 命题 2 的 证 明 过 程 说 明 ,Q 在 R 中 稠 的 性 质 是 任何 Archimedes 序 域 
R 都 具有 的 ,不 依赖 于 R 的 具体 构造 . 
我 们 知道 任何 自然 数列 在 "N 中 都 有 它 的 自然 延伸 . 对 正 有 理 数列 i = 
全 , 记 r:=z(rENw). 
3 mr 
引 理 1 在 R 中 ,严格 单调 递增 且 有 上 界 的 有 理 数列 必 有 最 小 上 界 . 
证 设 有 理 数列 ;= 本 :满足 
rei<n<<m<…<K(EN. (3) 
不 妨 设 ro>0( 否 则 将 该 数列 向 右 平移 ). 由 (3) 知 
ViEN (m;< Kn), 
VijEN (< 一 ma < mni). 
根据 4.4.2 小 结 的 命题 1 与 命题 3' ,由 上 二 式 可 得 
mr < Kne, 
ViEN (mar < mami), tr E Ne. 
于 是 有 


2 
ni 


上 式 说 明 开 EQ<. 记 a= | 本 ] (ER). 又 由 (4) 知 (参见 $4.6 练习 题 9) 


< ma<K,iEN. (4) 
mr 


8$4.7 什么 是 实数 ? * 


a mi 
ViEN (至 <s)， 
即 a 是 数列 六 = 中 的 上 界 . 为 证 a 是 六 的 最 小 上 界 , 还 要 证 明 任 一 使 6<a 
的 6 不 会 是 x; 的 上 输 . 为 此 , 取 p,9EN 使 5< 妇 <a. 下 证 存在 某 个 2 > 
鼠 ,从 而 说 明 如 (进而 6) 不 是 数列 r= 人 的 上 界 . 事实 上 , 若 反 设 
> TI 
vien ( 桂 < 之 )， 


则 按 4.4.2 小 结 的 命题 1 可 得 全 < 也 ,进而 得 a= [ 至 < 万, 与 上 的 取 法 邓 
nr 9 nr 9 9 
盾 . 0 

本 节 的 目的 是 : 

定理 1( 实 数 完备 性 ) 单调 增 有 上 界 的 实数 列 必 有 最 小 上 界 . 

证 设 实数 列 z, 满足 

zr <<K(EN. 

现 分 以 下 两 种 情形 讨论 . 

情形 1，z, 从 某 项 起 恒 为 常数 ,这 时 该 常数 即 为 所 求 的 最 小 上 界 . 

情形 2，z 存在 严格 递增 的 子 数列 : 

Tno < Tn, 所 二 Zn, <-“<K. 
因 Q 在 R 中 稠 , 故 可 取 有 理 数列 x; 满足 
Tn <r<rm 人 <n<<rni<i<rn<<K. 

易 见 三 个 数列 xz, , zn,r; 有 完全 相同 的 上 界 集 , 于 是 由 引 理 1 断言 存在 的 m 
的 最 小 上 界 就 是 zw 的 最 小 上 界 . 0 

具有 上 面 定理 1 中 性 质 的 序 域 R 称 为 完备 序 域 . 分 析 数学 所 需要 的 是 完 
备 序 域 ,而 有 理 数 域 Q 不 具备 这 种 完备 性 . 

若 把 引 理 1 或 定理 1 中 的 R 换 成 Q, 则 其 结论 不 再 成 立 . 

例 1 考察 

1<1.4<1.41<1.414<…<1.415<1.42<1.5<2. 
准确 说 , 令 
mk = max{n E NI n? <2x10%}. 
ma 满足 
m2} <2x 10% < (m+ 1). 


让 第 四 章 ”什么 是 实数 ? 


我 们 有 


令 c=[ 吕 |] 由 o=2a=V5. 


思考 题 1 讨论 无 理 数 的 十 进 小 数 表示 方法 . 
利用 N 的 一 种 特殊 扩张 "N 代替 N, 使 我 们 可 以 用 有 限 分 数 的 等 价 类 来 
定义 实数 .在 这 个 意义 下 , 古 希腊 人 用 分 数 表示 实数 的 思想 得 到 了 复活 . 
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上 一 章 建立 实数 概念 的 过 程 中 ,我 们 没有 涉及 特殊 的 逻辑 知识 .现在 我 们 
回 到 逻辑 ,这 是 第 二 章 的 继续 .第 二 章 的 逻辑 准备 主要 是 为 第 三 章 展 开 ZF 集 
论 所 作 的 准备 . 

本 章 介绍 结构 与 模型 的 初步 知识 ,这 些 知识 与 数学 各 分 支 关 系 密切 . 

集 论 概念 与 符号 

集 A1,…,A, 的 Cartesian 积 集 , 指 

AIX…XxA=| (zi……zno)|ziEAl…zoEAno|. 

若 RCA"(=Ax…xA,a 个 A 的 Cartesian 积 集 ), 则 尺 叫 做 A 的 n 元 
关系 ;此 时 若 (zl，……zw)ER, 则 说 zi,…,zw 有 关系 尺 ,或 说 R(r1,…,z,) 
在 A 中 成 立 ,或 说 R(z1,…,z,) 在 A 中 为 真 (否则 说 尺 (zi,…,zn) 在 A 中 
为 假 ). 我 们 写 : 

(zx11°" Tn ER «* R(x Tn). 
(或 (zl ,TR R(T, ).) 
映射 (函数 )f: A”" 一 A 叫做 A 上 的 n 元 运算 . 


$5.1 结构 的 概念 与 语言 


前 面 已 不 止 一 次 在 具体 场合 使 用 过 结构 这 一 术语 ,并 已 见 过 一 些 具体 结 
构 的 实例 .在 数理 逻辑 中 ,什么 是 结构 ? 一 般 地 说 ,一 个 非 空 集 A ,连同 A 上 
的 车 十 关系 (每 个 关系 有 确定 的 元 数 ), A 上 的 若干 运算 (每 个 运算 有 确定 的 
元 数 ) 以 及 A 的 若干 特别 指定 的 元 素 ( 常 元 ), 就 形成 了 一 个 结构 (structure)， 
写作 : 


《A ,R( 关 系 ),…,f( 运 算 ),…,c( 常 元 ),…). 
有 时 把 这 个 结构 简单 写作 A ,并 说 A 是 语言 
SR 
的 结构 ,或 简单 地 说 A 是 一 种 4 结构 . 艺 的 关系 符 R 与 运算 符 三 都 有 各 自 确 
定 的 元 数 . 
上 面 所 说 的 结构 概念 有 一 个 特点 :一 个 结构 总 与 某 种 语言 联系 着 . 在 很 多 
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情况 下 ,相应 于 同一 语言 2Z 有 多 种 结构 .这 时 如 有 必要 则 在 符号 上 加 以 区 分 ， 
如 写 
《A ,RAR chs) (B, Rp, , fas, cB),** 

其 中 Ra 与 Re 分 别 表示 A 上 与 B 上 相应 于 同一 关系 符 R 的 各 自 的 n 元 关系 
(n 是 RR 的 元 数 ), fa 与 f8 分 别 表示 A 上 与 B 上 相应 于 同一 运算 符 f 的 各 自 
的 运算 (元 数 是 f 的 元 数 ) ,ca 与 cp 分 别 表示 A 与 B 的 特殊 元 素 ( 相 应 于 同一 
常 元 c). 

如 上 所 述 , 一 种 语言 由 三 部 分 组 成 (可 以 是 空 集 ): 关 系 符 (谓词 ), 运 算 
符 ( 即 函数 符 ) 及 常 元 符 . 我 们 约定 :语言 中 不 包括 等 词 ( = ) 和 其 他 逻辑 符 
号 ,因为 这 些 是 各 种 数学 语言 都 共有 的 ,无 须 每 次 重复 列 出 . 

有 了 一 种 语言 , 便 可 用 来 组 词 .造句 、 写 文章 . 按 一 定 规则 ( 详 见 $2.2) 写 
出 的 词 ( 项 )、 句 (公式 ) ,文章 (证 明 ) 这 类 符号 串 并 没有 具体 的 特定 意义 ,就 像 
是 没有 灵魂 的 躯壳 ;但 若 与 具体 的 结构 联系 起 来 ,这 些 符号 串 就 活 了 ,就 有 了 
具体 内 容 . 一 个 形式 语句 拿 到 具体 结构 里 , 便 有 了 真 假 之 分 ,有 了 确定 的 真 假 
值 .以 语句 Yz3y(z+y=0) 为 例 , 它 在 N 中 为 假 ,在 Z 中 为 真 ,离开 具体 结 
构 便 无 真 假 值 . 

在 4.4.2 中 我 们 见 到 了 语言 

Y= {0,1,+,°,f,g,."} 

的 两 种 结构 N 与 "N. 同 一 运算 符 + ,分 别 相应 有 N 中 加 法 与 "N 中 加 法 ,二 者 
的 定义 域 与 值 域 是 不 一 样 的 .同样 , 任 一 一 元 函数 符 f 在 N 中 解释 为 f:N 一 
NN, 在 "N 中 则 解释 为 *f:*N 一 *N. 

在 $4.2、$4.3 与 $4.5 一 $4.7 中, 我们 见 到 了 同一 语言 

4=10,1,<,+,°*} 

的 几 种 不 同 结构 :Z,Q,“Z," Q,R. 这 几 种 结构 都 有 各 自 的 特性 , 它们 的 引进 
都 有 特殊 的 目的 . 

语言 与 结构 适当 分 离 ,是 数理 逻辑 的 一 个 特点 ,这 使 得 对 各 种 数学 系统 可 
进行 形式 的 抽象 研究 .应 用 到 数学 时 ,“ 具 有 很 大 的 方法 论 特点 ,不 同 于 经 典 数 
学 中 传统 的 逻辑 思维 . 0731 


$5.2 同 构 与 同 态 
同 构 这 一 术语 前 面 也 不 止 一 次 遇见 过 . 同 构 与 同 态 的 概念 涉及 的 是 有 相 


同 语言 的 结构 之 间 的 关系 .本 节 主 要 讨论 同 构 的 概念 . 
同一 语言 的 两 个 结构 同 构 ,涵义 如 下 .首先 ,这 两 个 结构 之 间 存在 双 射 :第 


$5.2 同 构 与 同 态 "325“ 


一 个 结构 的 每 个 元 素 与 其 在 第 二 个 结构 (影子 集 ) 的 某 个 影子 对 应 . 此 外 ,这 种 
一 一 对 应 具有 以 下 性 质 . 

第 一 ， 保 常 元 " :第 一 结构 的 每 个 常 元 与 它 在 第 二 结构 的 影子 相应 于 同一 
个 常 元 符 . 

第 二 ,“ 保 关系 ”: 相 应 于 同一 个 关系 符 ,这 两 个 结构 各 自 有 同 种 关系 ;这 种 
关系 在 一 一 对 应 之 下 保持 , 即 第 一 结构 中 若干 元 素 是 否 有 这 种 关系 (不 管 是 与 
否 ), 由 它们 的 影子 在 第 二 结构 中 保持 着 . 

第 三 ,“ 保 运算 ”: 相 应 于 同一 运算 符 ,这 两 个 结构 各 自 有 元 数 相同 的 同 种 
运算 ;这 种 运算 在 一 一 对 应 之 下 保持 , 即 第 一 结构 若干 元 素 与 它们 在 第 二 结构 
的 影子 各 自 进行 同 种 运算 ,两 边 的 运算 结果 相对 应 ;也 就 是 说 ,第 一 结构 中 运 
算 结果 的 影子 ,恰好 是 第 二 结构 中 影子 的 运算 结果 . 

下 面 更 精确 地 用 符号 重 述 同 构 的 概念 .同一 语言 2= | R,…,f,…,c,…| 
的 两 个 结构 A 与 B 同 构 , 记 作 A 衬 B, 是 指 存 在 A 到 B 的 双 射 F:A 一 B, 它 
满足 

1” 对 的 任 一 常 元 符 c,F(ca)= cp; 

2” 对 的 任 一 关系 符 R( 设 R 为 元 ) 及 任意 zi,…znEA， 

RA(zl…zn) Re(F(z1),.***, F(x,))s 
3” 对 的 任 一 函数 符 【( 设 它 为 n 元 ) 及 任意 z1,… ,zx,€EA， 
下 (JA(zi yzn))= 户 (F(zi)，… 开 (rn)). 
这 时 把 双 射 下 叫做 A 到 B 的 同 构 映 射 ,简称 为 A 到 B 的 同 构 , 并 写 F:A 侍 
8, 

若 下 是 A 到 B 的 同 构 , 则 逆 映 射 下-! 是 B 到 A 的 同 构 . 同 构 的 复合 也 是 
同 构 . 
从 数学 上 抽象 地 看 , 同 构 的 两 个 结构 除了 形式 上 不 同 ,本 质 上 实在 没有 区 
别 .这 里 说 “本 质 上 "没有 区 别 ,是 指 二 结构 共有 的 语言 所 表达 的 性 质 对 这 两 个 
结构 没有 区 别 . 正 因 如 此 , 常 把 同 构 的 结构 视 为 同一 . 

拿 我 们 在 构造 整数 集 Z 的 过 程 中 见 过 的 例子 说 ,作为 语言 

4=|<,+,°,0,1} 
的 结构 ,N 同 构 于 NCZ(= 人 /~); 每 个 n(EN) 以 n(EN) 为 影子 ,这 样 的 
一 一 对 应 具有 同 构 的 保 序 、 保 运算 性 质 ( 详 见 $ 4.2): 


m<nem<n, 


mn=m*n, 


且 常 元 0,1 分 别 与 0,1 对 应 .于 是 我 们 把 N 与 N 视 为 同一 ,从 而 把 N 妊 入 Z 
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中 . 
在 4.4.2 中 ,作为 语言 2= {0,1, + ,*,f,g,…| 的 结构 ,N 与 N 的 子 结 
构 N 同 构 ,因为 映射 
H:N>N(H(n)=[n]EN) 
是 N 到 N 的 双 射 , 且 具有 同 构 映 射 的 性 质 : 
H(0)=[0], H(1)=[1], 
H(m+n)=H(m)+ H(n), 
H(m*n)=H(m)*H(n), 
H(f(n))=° f([n)). 

一 般 地 说 ,在 上 面 用 符号 叙述 的 同 构 概 念 中 , 若 具有 性 质 荆 ,2 ,3 的 映射 
F:A->B 不 是 双 射 , 则 把 下 叫做 A 到 了 的 同 态 映射 ,简称 为 A 到 B 的 同 态 . 
同 态 比 同 构 要 求 低 .但 在 研究 各 种 同类 结构 之 间 关系 时 ,在 对 它们 进行 比较 
时 , 同 态 是 非常 灵活 的 工具 . 


$5.3 理论 与 模型 


谈 到 理论 , 先 要 有 一 种 语言 . 

设 & 是 某 种 语言 ( 它 暂时 与 结构 分 离 ). -的 一 个 理论 ,写成 理论 ,就 是 
多 的 一 集 语句 (语句 , 即 不 含 自 由 变 元 的 公式 ). 

理论 作为 语句 集 , 它 是 个 语法 概念 .不 涉及 具体 结构 时 ,理论 的 实际 意义 
并 不 明确 ,但 可 以 从 语法 角度 研究 它 有 无 矛盾 . (参见 2.2.2. 语 句 集 有 矛盾 ， 
指 从 它 可 证 明 出 公式 p 与 一 户 . ) 

理论 中 的 语句 也 叫做 公理 . 除去 逻辑 公理 ( 永 真 式 ,量词 公理 与 等 词 公 
理 ), 剩 下 的 公理 就 是 理论 的 专用 公理 . 

前 面 曾 谈 及 形式 化 研究 方法 的 自由 :语言 和 理论 (公理 ) 可 自由 选取 ,对 它 
们 的 解释 (结构 ) 也 可 自由 选取 .数学 中 ,语言 和 理论 不 大 会 长 久 与 结构 分 离 . 
当 感 兴趣 的 语言 及 理论 一 旦 选 定 ,接着 往往 要 寻找 实现 该 理论 的 结构 , 即 寻 找 
理论 的 模型 . 


理论 的 模型 


谈 模 型 , 谈 的 总 是 某 种 理论 的 模型 . 

设 工 是 语言 & 的 一 个 理论 ( 即 是 一 集 艺 语句 ). T 的 模型 , 指 实现 了 
的 结构 , 即 是 使 该 理论 的 所 有 语句 在 其 中 皆 成 立 的 结构 .还 可 重 述 为 : 若 
-理论 工 的 所 有 语句 都 在 2 结构 M 中 为 真 , 则 说 M 是 工 的 一 个 模型 . 


$5.3 理论 与 模型 > 


下 面 用 具体 例子 来 说 明 . 

1. 群 (group) 

群 理论 的 语言 Y= | * ,ei ,其 中 * 为 二 元 运算 符 ,e 为 常 元 (叫做 群 的 恒 
等 元 ). 

群 理论 只 有 三 个 语句 (公理 ): 

Gl VzrVyVz((rx*y)*z=I*(y*z)). (结合 律 ) 

G2 Vz(zxe=Z) 人 (ex 工 = 工 )). ( 恒 等 元 性 质 ) 

G3 Vzr3y((rzxy=e) 人 (yx* 工 =e). ( 北 元 存在 性 ) 


群 理论 的 模型 , 称 之 为 群 , 指 满足 以 上 三 条 公理 的 相应 的 结构 . 群 是 近世 
代数 的 重要 研究 对 象 ,在 数学 与 自然 科学 中 应 用 广泛 . 

例 1 〈Z, + ,0 是 群 . (为 什么 ?) 但 是 结构 (N, + ,0) 不 构成 群 . (为 什 
么 ?) 这 是 我 们 费力 构造 Z( 见 $4.2) 的 重要 原因 .由 N 到 乙 , 是 数学 上 的 一 大 
进步 .(Z,…,1) 与 IN，,1) 都 不 是 群 . (为 什么 ?) 而 4Q,…,1)( 见 $4.3) 是 群 ， 
(为 什么 ?) 这 是 我 们 又 由 Z 出 发 去 构造 Q 的 原因 . 

例 2 设 a= {zi,z2,ZX31, 令 

A=a 到 a 的 所 有 双 射 组 成 的 集 . 
A 有 6 个 元 素 .用 1 表示 恒 等 映 射 (1(z;) = zi;), 则 (A,*,7) 是 群 ,其 中 运算 
是 映射 的 复合 运算 . 
对 群 运算 没有 假设 交换 律 成 立 . 若 再 加 上 
G4 VzrYy(z*y 二 yx*Zz) (交换 律 ) 
则 G1 一 G4 的 模型 叫做 交换 群 (Abel 群 ). 
例 1 中 的 4Z, + ,0) 就 是 一 个 交换 群 . 


2. 环 (ring) 
环 理论 的 语言 Y= | + ,0| ,公理 有 (省 写 了 语句 前 的 一 些 量词 ): 
RI (z+y)+z=r+(y+z). (+ 结合 律 ) 
R2 z+0=z. 
R3 Vr3y(r+y=0). ( 负 元 存在 ) 
R4 zty=y+z. (+ 交换 律 ) 
R5 (zx*y):z=zx*(y°z). ("结合 律 ) 
R6 zz (y+z)=Zy+Zzy 

(z+y)"z=y rter. (分 配 律 ) 
《Z, + ,*,0) 满 足 R1 一 R6, 是 环 的 例子 ;(N, + ,*,0) 不 满足 R3, 不 是 环 . 
3. 域 (field) 


语言 4= {+ ,* ,0,1| ,公理 有 : 
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Fl 一 FS 与 R1I~R5 同 . 

F6 zy=yz- ("交换 律 ) 
FI zr(yt+z)=r*y+r'z. (分 配 律 ) 
F8 1A0. 

F9 1l:z=zx. 

F10 z#¥0 时 ,Jy(z*y)=1. (* 北 元 存在 ) 


《Q, + ,* ,0,1)( 见 $4.3) 满 足 所 有 F1 一 Fl10, 是 域 的 特例 .但 结构 (Z, + ， 
* ,0,1) 不 是 域 .( 为 什么 ?) Z 与 Q 的 区 别 是 重要 的 .在 Q 中 可 以 做 除法 . $4.7 
中 我 们 又 构造 了 实数 域 R. 

练习 1 试用 实数 域 民 构造 出 复数 域 C. 

4. 序 域 (ordered field) 

语言 4= |< ,+ ,*,0,1|. 序 域 除了 满足 域 公理 Fl 一 F10, 还 满足 : 

反 自 反 性 IKr. 

可 递 性 xz<yNy<zr zr<z. 

三 分 律 rT<yV r=yV y<z. 

+ 保 序 性 rz<y 一 T+z<yt+z. 

* 保 序 性 zx<yNz>0 ~ rz<y°z. 

《Q,<,+，…,0,1) 与 (R,<,+，,0,1) 都 是 序 域 ,不 同 的 是 后 者 具有 完备 
性 ,而 前 者 没有 . 


5.3 附 完备 序 域 的 ( 同 构 ) 惟 一 性 


完备 序 域 在 同 构 意义 下 是 惟一 的 .可 以 证 明 , 任 何 完备 序 域 


(R,<,+,°,0,1) 


都 同 构 于 8$4.6, $4.7 中 的 完备 序 域 (实数 域 ) 


(R,<,+,°,0,1). 


上 面 的 R 与 忆 各 自 都 有 + 与 "运算 ,都 有 序 关系 <( 符 号 未 作 区 分 ), 都 具有 序 
域 的 15 条 性 质 ( 见 8 5.3,4) 及 Archimedes 性 质 , 且 都 具有 完备 性 . 

R 与 RR 间 同 构 映 射 p 的 构造 过 程 如 下 . 

第 一 步 令 p(0)=0,9(1)=1. 

练习 1 证 明 0<1. 


十 本 一 一 "全 
第 二 步 ,N 与 玉 对 应 . 令 p(n)=n, 其 中 (在 及 中 ) 指 1+…+1. 


$5.4 模型 原理 及 应 用 例 “9s 


练习 2 证 明 : 
1 pl(mtn)=p(m)+gp(n),Wmm+n=m+n. 
2” pmn)=9(m): p(n),BPmmn=mn. 

3 m<n> op(m)<op(n),Rmm<n > m<n. 
第 三 步 ,Q 与 可 对 应 . 令 9( 王 )= 
练习 3 证 明 : 


互 
mm 


< 一 pj<e 节 ) 

第 四 步 ,R 与 玉 对 应 . 当 aER-Q 时 (eaEQ 时 第 三 步 已 有 p(a) 的 定 
义 ), 任 取 以 a 为 最 小 上 界 的 一 个 递增 有 理 数列 : 

rri 人 < 

由 RR 的 完备 性 知 RR 中 对 应 的 数列 ri 惟一 确定 了 最 小 上 界 a ERR. 就 让 这 个 a 
对 应 于 a:9(a)=a. 
练习 4 证 明 ;: 
1 aER-Q 时 ,a 与 RR 中 以 a 为 最 小 上 界 的 有 理 数列 rh 的 选取 无 关 . 
2” 9 的 保 序 性 :a<<b 一 p(a)<gp(b)( 保 序 性 蕴涵 单 射 性 ). 
3” 9 是 满 射 :VTERIaER (p(a)=z). 
4” 9 是 R 到 并 的 惟一 满足 YrEQ p(7)=7 的 保 序 双 射 。 
5 9p(a+b)=p(a)+eP(P). 
6”9(-a)= 一 p(a). 
7” 9p(ab)= 9(a):9(b). 


$5.4 模型 原理 及 应 用 例 


20 世纪 中 叶 形成 的 模型 论 是 前 半 个 世纪 数理 逻辑 突飞猛进 发 展 的 结果 . 
作为 数理 逻辑 的 一 个 分 支 ,模型 论 研 究 形式 语言 与 其 解释 (结构 ) 之 间 的 关系 ， 
其 研究 方法 具有 极 大 的 灵活 性 ,可 应 用 于 数学 各 个 分 支 . 这 里 介绍 模型 论 的 一 
条 基本 定理 一 一 模型 原理 . 

模型 原理 ”一 个 理论 是 无 矛盾 的 , 当 且 仅 当 它 有 模型 . 

模型 原理 中 所 说 的 理论 ,是 某 种 语言 和 的 理论 ( 即 一 集 Y_ 语 句 ): 原 理 中 
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所 说 的 模型 ,是 一 种 和 结构 ,在 其 中 该 理论 的 所 有 语句 为 真 . 

从 第 一 章 所 述 的 几何 发 展 的 有 关 历 史 可 以 看 出 ,人 们 发 现 并 接受 被 称 作 
是 “几何 的 非 标 准 模 型 "的 非 欧 几何 ,经 过 了 数 以 千年 计 的 顽强 努力 .就 整个 过 
程 来 看 ,这 种 接受 是 不 得 已 的 ,是 被 动 的 . 当 人 们 最 终 用 给 非 欧 几何 理论 建立 
模型 的 方法 令 人 信服 地 证 明了 该 理论 的 相对 无 矛盾 性 之 后 ,该 理论 才 站 住 了 
脚跟 . 

20 世纪 里 ,情形 有 了 变化 .有 了 数理 逻辑 及 模型 论 的 发 展 ,在 模型 方法 的 
应 用 上 ,人 们 开始 变 得 主动 了 .例如 ,上 述 模 型 原理 也 有 了 更 积极 的 应 用 .下 面 
介绍 模型 原理 的 一 个 有 意义 的 应 用 . 

模型 原理 应 用 例 :N 的 一 种 保 真 扩张 15]. 

采用 包括 以 下 符号 的 算术 语言 4 (参见 4.4.2): 

常 元 符 0， 

二 元 运算 符 + ，， 

所 有 从 N 到 NN 的 一 元 函数 符 :s (后 继 运算 符 ),f,g,…. 

如 同 釉 前 的 约定 ,这 里 的 算术 语言 中 未 写 进 等 号 及 其 他 逻辑 符号 . 中 
也 未 包括 < ,因为 它 可 用 + ,= 等 符号 来 定义 (rz<y 即 “r+t=y 人 Lz 天 0"). 

N 是 标准 的 妈 结构 : 

(N,0,+ sg 

理论 的 选取 是 自由 的 .我 们 首先 感 兴趣 的 一 种 理论 ,用 Th(N) 表 示 , 它 包 

括 所 有 在 标准 结构 N 中 的 为 真 的 Y_ 语 句 : 

Th(N)= 12 语句 plg 在 N 中 为 真 }. 
定义 本 身 告诉 我 们 N 是 Th(N) 的 模型 ,所 以 Th(N) 是 无 矛盾 的 (用 了 模型 原 
理 ). 

任 一 终 语 句 9 在 N 中 或 为 真 ,或 为 假 . p 为 真 时 ,PETh(N);9 为 假 时 ， 

一 PETh(N). 下 面 有 几 个 妈 语句 例 : 
VYzyy(y<zsy+1l1 一 z=y+l)， 
Vz(f(r)<g(r)) > Yr(g(z)#0), 
Vr3y(r=s(y)), 
习 3z(1<z<2), 其 中 1=s(0),2=s(1). 
前 两 个 语句 在 N 中 为 真 , 故 属于 Th(N); 后 两 个 语句 在 N 中 为 假 (s 在 N 中 解 
释 为 “…… 的 后 继 ") , 故 不 属于 Th(N) . 

往 下 我 们 的 目标 是 :寻找 Th(N) 的 与 N 不 同 的 其 他 模型 .为 此 ,在 语言 艺 
中 加 进 一 个 新 常 元 c( 语 言 的 选取 也 是 自由 的 ) ,将 扩大 成 为 新 语言 7”: 

=2U{lc={0,c,+,°,s,f,g, | 


$5.4 模型 原理 及 应 用 例 4 


然后 , 作 语 言 x “的 一 个 新 理论 芽 : 
T=Th(N) Uic 天 0,c 天 1,c 天 2 
N 是 个 过 结 构 , 也 可 以 使 它 成 为 一 个 妈 “结构 ,这 只 要 把 新 常 元 c 解释 
成 N 的 某 个 元 素 即 可 .但 不 管 把 c 解释 成 N 的 哪个 元 素 ,N 也 不 能 成 为 新 理 
论 T 的 模型 ,因为 |c 关 zj|mENI(CT) 中 语句 不 可 能 同时 在 N 中 为 真 . 
但 我 们 可 以 断言 :新 理论 T 是 无 矛盾 的 ! 证 明 如 下 . 
反 设 T 有 矛盾 .由 于 从 T 推出 矛盾 只 须 用 到 T 中 的 有 限 个 语句 (参见 2. 
2.1 中 关于 证 明 的 紧 致 性 ) , 当 我 们 取 一 个 充分 大 的 AEN 时 , 便 可 使 T 的 一 
个 充分 大 片断 一 一 下 面 的 理论 T 成 为 有 矛盾 的 理论 : 
人 =Th(N)Ufc 天 0,c 天 1，…c 天 个， 
但 这 不 可 能 . T 是 无 矛盾 的 ,因为 T, 有 模型 .事实 上 , 当 我 们 把 新 常 元 c 解 
释 为 N 中 的 上 +1 时 ,N 便 成 了 Ti 的 一 个 模型 .这 样 我 们 便 证 明了 新 理论 人 
的 无 矛盾 性 . 
既然 了 是 无 矛盾 的 ,根据 模型 原理 便 知 理论 是 有 模型 的 .用 *N 表示 
了 的 一 个 模型 .我 们 已 经 知道 N 不 会 是 T 的 模型 ,所 以 有 N 天 *N.“N 作为 一 
个 -结构 ,的 每 个 符号 在 " N 中 都 有 解释 .把 0,1(=s(0)),2(=s(1))， 
… 在 "N 中 的 解释 仍 写作 0,1,2,…, 于 是 有 NC"N. 设 Ne="N-N, 则 Nu 天 
全. 
就 语言 4 来 说 ,N 与 "N 都 是 Th(N) 的 模型 (注意 T 二 Th(N)). 这 是 一 个 
重要 事实 , 它 指 出 "N 对 N 具有 “ 保 真 性 " :对 于 任 一 双语 句 9， 
9 在 N 中 为 真 一 ETh(N) (Th(N) 的 定义 ) 
一 9 在 "N 中 为 真 ， (*N 是 T 二 Th(N) 的 模型 ) 
于 是 有 了 单 向 保 真 ; 反 过 来 ， 
9 在 N 中 为 假 一 一 p 在 N 中 为 真 ” ( 排 中 律 ) 
一 一 p 在 "N 中 为 真 (已 有 单 向 保 真 ) 
一 9 在 "N 中 为 假 (矛盾 律 ) 
于 是 我 们 便 证 明了 下 面 的 结论 : 
转换 原理 ( 保 真性 ) 对 于 语言 的 任何 语句 p， 
9 在 N 中 为 真 ** p 在 "N 中 为 真 . 
“N 是 个 2“_ 结 构 , 同 时 , 它 当 然 也 是 个 结构 ,因为 了 C4". 这 样 我 们 有 
了 互 为 保 真 假 的 两 个 2_ 结构 :N 与 " N.N 是 N 的 子 结构 .中 的 任 一 运算 符 
在 * N 中 解释 的 运算 是 同一 运算 符 在 N 中 解释 的 运算 的 扩张 . 
从 转换 原理 的 证 明 过 程 可 以 看 到 ,我 们 在 应 用 保 真 性 时 ,严格 要 求 涉及 的 
语句 是 能 用 语言 # 写 出 的 语句 .这 一 点 在 应 用 时 必须 注意 .例如 ,语句 
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VYz(nz<zI<n+l 一 工 =m+l) 
是 个 语句 , 它 在 N 与 *N 中 同 真 假 . 

练习 1 证 明 : (rEN- 人 nmnEN) 一 r>7m. 

利用 模型 原理 ,我 们 证 明了 * N(N 的 保 真 扩张 ) 的 存在 性 .语言 了 的 选择 
自由 形成 了 “N 的 多 样 性 .这 里 我 们 只 感 兴趣 其 中 的 一 种 .这 种 " N 实际 上 在 
4.4.2 中 已 经 见 到 ,当时 给 出 了 它 的 一 种 具体 构造 .下 面 的 附录 及 第 十 一 章 还 
将 给 出 "N 的 其 他 构造 . 

我 们 为 什么 对 这 种 算术 模型 N 特别 感 兴趣 ? 前面 我 们 看 到 
($4.5 一 8$4.7), 这 种 "N 是 特殊 选 定 的 语言 9 的 结构 ,可 用 来 构造 实数 .更 
重要 的 是 ,对 "N 的 任何 深入 的 认识 都 会 加 深入 们 对 N 的 认识 .此 外 ,这 种 “NN 
很 有 希望 成 为 从 一 个 侧面 认识 离散 与 连续 之 间 复 杂 关系 的 一 种 特殊 工具 . 算 
术 模型 涉及 数学 的 深层 基础 .一 般 说 来 ,涉及 数学 基础 的 越 深层 ,影响 面 也 越 
大 . 

1933 年 ,挪威 数学 家 斯 科 伦 (T. Skolem, 1887 一 1963) 从 数理 逻辑 特有 的 
视角 观察 与 思索 ,成 功 地 构造 出 自然 数理 论 的 一 个 新 模型 , 它 与 人 们 几 千 年 来 
所 熟悉 的 不 同 中 .这 一 成 果 值 得 引起 人 们 的 重视 ,不 仅 是 因为 构造 新 模型 时 
所 用 的 方法 ( 即 后 来 的 超 积 与 超 蹇 ) 在 数学 中 有 广泛 的 应 用 ,更 重要 的 原因 是 : 
这 一 算术 模型 不 是 仅 赁 直观 所 能 想象 得 出 来 的 ,而 一 种 超常 创造 性 思维 的 结 
晶 , 这 种 思维 表现 出 不 同 寻常 的 主动 精神 .至 于 各 种 新 型 算术 模型 的 意义 及 将 
要 起 的 作用 ,现在 还 难以 估计 . 


5.4 附 “N 的 另 一 种 构造 


我 们 在 4.4.2 中 用 一 般 数 学 方法 构造 了 一 种 特殊 的 算术 模型 N, 没 有 依 
赖 任何 特殊 的 逻辑 知识 .$5.4 中 应 用 模型 原理 一 般 地 得 到 这 种 模型 的 存在 
性 .现在 我 们 给 出 这 种 特殊 算术 模型 的 另 一 种 构造 法 . 

仍 用 5.4 中 的 算术 语言 

Y=10,+,°,f,g8,"}, 
2 会 常 元 符 0, 二 元 函数 + ,以 及 所 有 从 N 到 N 的 一 元 函数 符 f,g,…. 语 言 
2 既 简 单 ,又 有 很 强 的 表达 能 力 , 它 能 表示 出 N 上 的 所 有 关系 与 函数 . 以 序 为 
例 : 
rx<y** 3t(t¥0Mz+t=y). 
我 们 知道 ,逻辑 符号 V ,一 ,一 ,YY 等 可 以 用 一 ,人 ,了 这 三 种 符号 表示 : 
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pVaq™ 一 (一 户 人 一 9)， 
prq™ pVg, 
pra™m (p>q)N(g™p), 
Vp Ir—p-. 
于 是 可 以 说 : 任 一 公式 能 由 2 等 式 经 有 限 次 使 用 一 , 人 及 量词 得到. 
方程 , 原 指 含 变 元 的 等 式 .注意 事实 :任何 含 至 多 一 个 自由 变 元 的 4_ 公式 
都 有 与 之 同 解 的 Y 方 程 . 事实 上 ,对 于 公式 p(z) , 令 
_ |1， p(n) 在 N 中 为 真 ， 
fCn)=|0， p(n) 在 N 中 为 假 . 
于 是 g(x) 与 方程 f(x)=1 同 解 .( 解 , 指 自然 数 解 .》 
考虑 到 上 述 事实 ,为 了 方便 ,这 里 对 方程 一 词 作 广 义理 解 :方程 , 指 至 多 含 
一 个 自由 变 元 的 XY 公式 (关于 公式 与 语句 , 详 见 2.2.1). 方 程 p(xz) 有 和 解 , 指 存 
在 nEN 使 p(n) 在 N 中 为 真 . 当 方程 p(x) 中 工 不 出 现时 ,p(xz) 便 是 语句 . 
语句 (不 含 自由 变 元 的 公式 ) 视 为 特殊 方程 .一 个 语句 若 在 N 中 为 真 , 则 它 的 
解 集 为 N, 它 属 恒 真 式 之 列 ; 若 它 在 N 中 为 假 , 则 它 的 解 集 为 名 , 它 属 恒 假 式 
之 列 . 


一 、 极 大 相 容 方程 组 


方程 组 相 容 , 指 组 中 任意 有 限 个 方程 联 立 有 解 .不 相 容 的 方程 组 叫做 矛盾 
方程 组 . 
例 1 易 见 下 面 的 方程 组 是 相 容 的 : 
To(z)=|r>0,r>1,r>2,.… ,7>n,."}. 
相 容 方程 组 PR(z ) 为 极 大 , 指 全 (xz) 不 能 再 相 容 地 扩大 , 即 满足 : 
9p(z)KT(z) 一 T(z)Uip(z)| 为 矛盾 方程 组 . 
极 大 相 容 方程 组 是 很 多 的 ,请 看 下 例 : 
例 2 设 P(z)=17y(z)1y(1D 在 N 中 为 真 |.P(z) 包 括 1 所 满足 的 全 部 
方程 ,是 个 极 大 相 容 方程 组 .事实 上 ,这 个 PR(z) 不 能 再 相 容 地 扩大 : 
9(z) 和 PP(z)- 9(1) 在 N 中 为 假 
一 一 p(1) 在 N 中 为 真 
一 一 p(z)EFCz) 
一 FPCz)Uip(z)} 有 矛盾. 
为 了 方便 ,有 时 将 方程 组 (zx) 与 方程 p(z) 分 别 简写 为 卫 与 p- 当 丁 为 极 大 
相 容 方程 组 时 , 易 见 : 
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9ET 嘻 任 取 7,…,YnET,9 与 7 1,…,rm 管 联 立 有 解 .( 往 右 , 相 容 
性 ; 往 左 , 极 大 性 .) (1) 

极 大 相 容 方程 组 的 性 质 

设 卫 是 个 极 大 相 容 方程 组 , 则 它 有 以 下 性 质 : 

1” 械 不 含 任 何 矛 盾 方程 ( 即 恒 假 式 ), 但 全 所 有 恒 真 式 ( 在 这 里 , 恒 真 或 
人 恒 假 皆 指 在 N 中 恒 真 或 恒 假 ). 特别 有 二 Th(N).(Th(N) 指 在 N 中 为 真 的 艺 
语句 集 . ) 

2 (gETAgET) + PI 人 PET. 

3” 或 PE 了 ,或 一 PE 了 ,( 对 任何 方程 pg) 二 者 必 居 其 一 . 

4 (gpErA(9~J)Er) -YE 

1 与 2 显然 . 

3" 的 证 明 反 设 pP(z) 红 P 上 且 一 P(z) 红 有 ,那么 根据 (1) 以 下 事实 成 立 : 

存在 yt(z),…，,xnm(z)EP 使 P(z),yi(z)，，ym(z) 联 立 无 解 ， (2) 

存在 71(z),…,Yi(z)ETT 使 一 p(xz),Y1(n),…,Y(z) 联 立 无 解 。(3) 
但 由 本 的 相 容 性 知 Yi(z),… ,Ym(z),7Y1(T),…,Xh( 工 ) 这 m + 个 方程 联 
立 有 解 , 取 一 解 设 为 n. 对 此 n ,或 p(n) 在 N 中 为 真 ,或 一 p(n) 在 N 中 为 真 ; 
这 与 事实 (2) 或 事实 (3) 产 生 矛 盾 . 性 质 3" 证 毕 . 

4" 的 证 明 反 设 y&T, 则 由 3" 知 一 %E 也. 再 由 2" 知 人 一 VE 了 .这 与 9 
一 YE 矛盾 ,因为 下 面 的 公式 是 永 假 式 : 

ypA 人 一 多 人 (9p 一 轨 ). 
二 、“N 的 构造 
在 艺 中 加 入 新 常 元 符 o: 
Y=2Ulol={0,0,+,°,f,g,.!. 

现在 用 语言 4 “中 的 常 元 符 0 与 a 组 词 ,组 词 时 不 使 用 变 元 .所 有 4“ 词 
(word) 的 集 记 作 W. 准 确 地 说 ， 

(D) 0,cE W, 

(iD tEW 一 f(t)E W( 对 任何 一 元 函数 符 f)， 

(ii) txzEW > t+uEW,t"uEW. 
以 上 三 条 规则 形成 了 W 的 全 部 元 素 (全 部 Y- 词 ). 或 者 说 , W 由 所 有 不 含 变 
元 的 2 项 组 成 .( 关 于 项 , 见 2.2.1. ) 当 我 们 把 W 的 一 般 元 素 写 成 z:(o) 时 ,o 
可 以 不 在 其 中 出 现 . 

可 以 看 出 , W 本 身 是 一 个 4 -结构 

(W,0,0,+,°,f,g,"…), 
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但 这 个 结构 W 并 不 是 最 终 想 要 的 结构 .在 W 中 , 像 c+s(0) 与 s(0) + 这 样 
两 个 元 素 不 是 同一 个 元 素 (* 是 后 继 函 数 符 ) ,而 是 两 个 不 同 的 词 .为 了 得 到 想 
要 的 算术 模型 ,我 们 设法 对 W 进行 分 类 . 

任 取 一 极 大 相 容 方程 组 人 (xz). 利用 取 定 的 这 个 (xz) 便 可 定义 W 上 的 
一 种 等 价 关系 如 下 . 

设 t(o),u(o)EW, 规定 

t(o)~u(o) =» (i1(x)=u(z))ET(z), (4) 

易 见 上 式 定义 的 关系 是 W 上 的 等 价 关 系 .( 验 证 等 价 性 时 用 到 极 大 相 容 方程 
组 的 性 质 . ) 

将 所 有 等 价 类 的 集 ( 商 集 ) 记 作 * N: 

*N={[t]lt€E WI(= W/~), 

其 中 [1]=1u€ Wlu~z|. 


在 "N 中 定义 运算 : 
[z]+[u]= [t+u], (5) 
[2]: [a] = [zz]， (6) 
f([2]) = [f(2)]. (7) 
运算 定义 合理 性 的 验证 


设 z(o)~ti(o), 即 i(z)=ti(x) ET. 因 本 含有 恒 真 式 
t(z)=t1(z) > /(i(z))=f(t1(z))( 等 词 公 理 )， 
由 下 的 极 大 相 容 性 质 4 : 
Jr(z))=JG(z)) ET,B f(t(o))~ f(t(0)). 
运算 f 的 定义 ((7) 式 ) 的 合理 性 证 毕 . 
设 t(o)~t1(o) 且 wu(o)~~ui(o). 这 时 
t(z)=t(z) ET Hu(z)=u(zx) ET. 
由 古 的 极 大 相 容 性 质 2*,4* 及 恒 真 式 
t(z)=t1(z) Nu(z)= ur) (zx)+tu(r)=4(7r) + u(r), 
t(z)=t(z)Ax(rz)=ui(z) 一 L(z) au(z)=ti( 工 ) "xi 并)， 
知 
t(zr)+a(r)=ti(z)+u(r) ET, 
ti(z) "au(r)=z(z) xi(z) ET, 
于 是 
ti(o)+xw(a) 一 ti(o)+ui(a)， 
t(o) ul(o)~ti(o) ulo). 
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+ 与 "的 定义 ((5) 与 (6) ) 的 合理 性 证 毕 . 
相应 于 1=s(0),2=s(1),…, 注 意 (7), 有 
[1]=[s(0)]=s([0]), 
[2]=[s(1)]=s([1]), 


恒 真 式 rz+1=1+Z ET(z). 按 定义 (4),(5) 有 


t+~ to (8) 
[e+1]= [1+o], 
[cl+ [ = [1]+[o]. 请 


车 把 [0] 简 单 写成 0, 则 [n] 可 写 为 n .考虑 运算 式 (5),(6),(7), 便 可 把 N 同 构 
嵌入 "N, 于 是 有 NC "N. 若 再 把 [c ] 简 写成 o( 已 没有 必要 把 新 旧 二 者 区 分 
开 ), 则 一 般 可 把 [1(o)] 写 成 :(o). 例 如 ,(9) 式 便 使 (8) 式 由 等 价 式 变 成 了 等 
式 ， 
ot+1=1+o. 

这 样 ,等 价 关系 的 定义 式 ((4) 式 ) 现 在 变 为 

t(o)= ule) * tr)= u(r) €E T(z). (10) 

现在 我 人 有 了 结构 
CN,0,0,+,°, fg.). 


三 、N 与“N 间 的 保 真 性 


“N 是 利用 极 大 相 容 方程 组 PR(z) 对 全 体 YX“_ 词 分 类 得 到 的 一 个 4“ 结 
构 . 确定 4 和 -语句 在 *"N 中 的 真 假 ,有 如 下 规则 . 

定理 1 对 任 一 2 语句 p(c), 有 

9(c) 在 "N 中 为 真 呈 pg(z)E€ T(z). (*) 

证 对 yw(c) 中 一 ,人 , 了 出现 的 总 次 数 归纳 . 

&=0 时 ,yp(c) 为 原子 公式 一 一 等 式 , 可 设 p(c) 为 上 t(c)= w(c). 这 时 要 
证 的 ( * ) 式 即 是 已 知 的 (10) 式 . 

&>0 时 ,gp(c) 是 复合 句 ,要 分 以 下 三 种 情形 讨论 ,讨论 中 注意 归纳 假设 
的 运用 ,并 注意 FP(z) 的 极 大 相 容 性 质 工 一 4 "的 使 用 . 

情形 1,g(c) 为 pl(ac) 人 yz(c), 这 时 有 

gi(o) 人 gz(o) 在 "N 中 为 真 g1(o) 与 pz(c) 皆 在 "N 中 为 真 

(人 的 性 质 ) 
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一 Yi(z)ETGz) 且 yz(z)EPCz) 
(归纳 假设 ) 
~ g(x)Ap(r)ET(r) 
(gp(z) 的 极 大 相 容 性 质 2 ) . 
情形 2,g(a) 形 为 一 y(o), 这 时 有 
一 (0) 在 *N 中 为 真一 y(o) 在 *"N 中 为 假 (一 的 性 质 ) 
~ y(r)gT(z) (归纳 假设 ) 
~ pr)ET(z) 
(T(x) 的 相 容 性 及 极 大 相 容 性 质 3 ). 
情形 3,g(o) 形 为 3 w(y,o). 
Ce) 
3 了 w(y,a) 在 *N 中 为 真 ~ 存 在 t:(o)€E "N 使 y(t(o),o) 在 "N 为 真 
— y(t(xz),r)ET(z) (归纳 假设 ) 
— I3w(y,r)ET(z). 
上 面 最 后 一 步 用 夏 (x) 的 极 大 相 容 性 质 4* 及 PP(z) 中 的 恒 真 式 
y(t(z),z) 一 3w(y,zr) (存在 量词 的 性 质 ). 
(一 ) 作 函 数 g:N->N,g 由 下 式 定义 : 
|0， 3W%(>,m) 在 N 中 为 假 ， 
800) | ， 加 是 使 Vy,n) 在 N 中 为 真 的 最 小 y， 
按 g 的 定义 ,对 任何 nEN 下 式 在 N 中 为 真 : 
wyn)>y(g(n),n), 
进而 得 到 ( 因 下 式 左边 是 恒 真 式 ) : 
(I3w(y,r)>y(g(r),7))ET(z). 


于 是 有 : 
3wW(y,z)Er(r)-~ y(g(z),z)ET(z) (T(z) 极 大 相 容 性 质 4") 
一 y(g(o),o) 在 "N 中 为 真 (归纳 假设 ) 
3wW(y,o) 在 *"N 中 为 真 (存在 量词 性 质 ). 
至 此 ( * ) 式 的 归纳 证 明 完 成 . 0 


作为 定理 1 的 特殊 情形 , 当 p(o) 中 不 出 现 o 时 ,g( g(a) 写 成 g) 为 2 语 
句 .这 时 p 在 N 中 或 为 真 (pgETT(z) 时 ), 或 为 假 (p&T(x) 时 ). 于 是 有 以 下 结 
论 : 

推论 (转换 原理 ) 任何 x- 语 句 在 "N 中 与 N 中 同 真 假 . 

注 1 定理 1 的 结论 指出 了 下 面 的 事实 :我 们 利用 极 大 相 容 方程 组 人 (x) 
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构造 出 N 的 保 真 扩张 * N, 这 个 *N 实现 了 P(z), 即 : 相 容 算 术 方程 组 (x) 
在 "N 中 有 解 .事实 上 ,仔细 观察 定理 1, 它 告诉 我 们 sz€ *N 满足 F(z) 中 的 每 
个 方程 (同时 它 也 告诉 我 们 : P(z) 包 含 了 e 所 满足 的 全 部 方程 . ) *N 的 构造 
过 程 ,实际 上 就 是 极 大 相 容 方 程 组 的 求解 过 程 .作为 N 的 一 个 元 素 ,o 的 性 质 
是 可 以 事先 用 相 容 算术 方程 组 PR(z) 来 给 定 的 . 

注 2 关于 相 容 方程 组 的 扩张 

平时 遇见 的 相 容 方程 组 往往 并 非 是 极 大 的 .下 面 讨论 如 何 把 它 扩张 成 极 
> 

设 惠 (z) 是 个 相 容 方程 组 (更 (z) 中 任意 有 限 个 方程 联 立 有 自然 数 解 ) . 任 

取 一 方程 p(z)&G(z). 一 个 简单 事实 是 :@(z)Uip(z)i 与 有 (zz)U 
1 一 p(xz)| 二 者 至 少 有 一 个 是 相 容 的 ,不 可 能 二 者 都 是 矛盾 的 .这 是 因为 任何 
Yi(z),…,X(z)E@(z) 都 不 可 能 使 {Y1(z),…,Yi(z),p(z)1 与 171(xz)， 
…,X(z), 一 p(z)| 二 者 (注意 两 个 有 限 方程 组 合并 后 仍 为 有 限 方程 组 ) 同 时 
是 矛盾 方程 组 . (事实 上 ,如 设 nEN 是 Y1(z),…,Yi(n) 的 一 个 解 , 则 p(n) 
与 一 p(n) 必 有 一 真 . ) 这 说 明 总 可 把 p( 工 ) 或 一 p(z) 加 入 到 B(xz) 中 去 ,从 而 
实现 B(x) 的 一 步 扩 张 .这 个 过 程 可 以 重复 下 去 ,一 直达 到 极 大 为 止 (更 详细 
的 讨论 又 要 用 到 选择 公理 ). 

现 取 例 1 中 的 相 容 方 程 组 

T(r)= {rz>0,r>1,…,r>n,.…|, 
并 把 它 扩张 为 极 大 相 容 方程 组 PR(z). 利 用 这 个 P(z ) 可 构造 出 算术 模型 “N. 
按 定理 1, 它 的 元 素 c 具有 性 质 
o>0,c>1,.…,0>n,.…. 
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进入 超 穷 世 界 , 如 何 认 识 面前 的 这 些 陌生 对 象 ? Cantor 浆 人 这 个 世界 , 首 
先 发 现 这 些 对 象 的 大 小 可 以 区 分 .这 一 发 现 标志 着 集 论 的 诞生 . 

集 的 大 小 ,或 集 的 元 素 多 少 , 就 是 集 的 势 的 概念 . 比较 势 的 基本 工具 是 双 
射 与 单 射 . 本章 用 双 射 与 单 射 来 比较 各 种 集 的 势 , 只 谈 比 较 , 暂 不 谈 计数 .关于 
基数 的 理论 放 在 第 十 章 . 


8$6.1 等 势 


人 类 在 形成 数 (基数 ) 的 概念 之 前 ,早已 有 了 比较 具体 集 的 大 小 的 能 力 , 早 
已 使 用 “一 一 对 应 "方法 去 比较 集 的 元 素 的 多 少 .这 种 比较 方法 延续 至 今 .不 用 
计数 ,剧院 座位 与 观众 郭 多 熟 少 ,用 一 人 一 座 方式 便 可 判断 :有 座 空 着 ,还 是 有 
人 因 无 座 而 站 着 ? 当然 ,座位 与 观众 可 用 计数 来 比较 ,因为 人 们 已 经 有 了 自然 
数 概念 .但 自然 数 只 能 用 于 有 限 集 . 于 是 一 一 对 应 的 方法 很 自然 地 被 用 于 无 限 
集 大 小 的 比较 .这 时 人 们 发 现 了 一 些 料 想不到 的 希奇 而 有 趣 的 现象 . 

现 设想 有 一 家 ww 旅店 , 它 的 全 部 客房 形成 一 可 数 集 : 

自 自 自 自 … 站 …. 
假设 该 店 客 满 .店主 想 为 新 来 者 腾 出 空房 ,请 求 住 在 0,1,2,…,9 号 房 的 客人 
分 别 搬 至 10,11,12,…,19 号 ;而 这 些 房 的 原 客人 要 调 至 20,21,22,…,29 号 ， 
于 是 出 现 了 连锁 调动 …… ,店主 的 请 求 是 个 映射 fw-*w, 由 下 式 定义 : 
f(n)=n+10. 
实现 这 一 调动 , 房 主 便 有 了 十 间 空 房 . (显然 , 房 主 想 要 腾 出 多 少 间 空 房 都 可 
以 ,只 要 客人 愿意 搬 动 . ) 我 们 看 见 了 一 个 事实 :整体 与 它 的 一 部 分 一 样 多 ! 

一 一 对 应 的 方法 用 于 无 限 集 ,与 传统 观念 一 一 整体 大 于 部 分 ( 见 1.1.3 中 
所 引 《几何 原本 》 第 一 卷 公 理 5) 一 一 产生 了 矛盾 . 按 一 一 对 应 原理 , 正 整数 集 
11,2,3,…,n,…| 与 平方 数 集 {1,4,9,…,n?,…| 二 者 元 素 一 样 多 ;而 直观 上 ， 
后 者 元 素 比 前 者 少 得 多 (前 100 个 正 整数 中 ,平方 数 只 有 10 个 ). 这 种 矛盾 在 
仅 涉 及 有 限 集 时 不 会 发 生 ( 见 3.6.3 命题 1 与 命题 2). 整体 大 于 部 分 ,是 有 限 
集 的 性 质 ,而 超 穷 世界 的 超 穷 对 象 则 具有 完全 新 的 数量 特征 . 
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回忆 单 射 与 双 射 的 概念 ( 见 3.5.3).f:a-b 是 单 射 ( 即 一 对 一 映射 ), 指 
在 映射 f 之 下 ,a 中 不 同 元 素 在 b 中 有 不 同 的 像 . f 是 a 到 6 的 满 射 , 指 在 映 
射 f 之 下 ,b 中 每 个 元 素 在 a 中 都 有 原 像 .一 对 一 的 满 射 叫做 双 射 . 

定义 1 〈 等 势 (equipotent)) 集 a 与 集 5 等 势 ,用 ab 表示 , 指 存在 a 
到 5 的 双 射 . 

二 集 等 势 有 许多 不 同 的 说 法 :二 集 等 数 ,二 集 对 等 ,二 集 有 相同 大 小 ,二 集 
有 相同 基数 ,二 集 间 存在 一 一 对 应 ,等 等 .符号 上 也 有 不 同 的 表示 法 :as0， 
a~b,a=8,1al=|16b),…. 

易 见 等 势 具 有 自 反 性 、 对 称 性 及 可 递 性 : 

as:a ”【( 恒 等 映射 是 双 射 )， 

axb * bxa ( 双 射 的 逆 映 射 也 是 双 射 )， 

ab 人 bc 一 aXe ( 双 射 的 复合 还 是 双 射 ) . 

练习 1 证 明 ZN. 

例 1 wi(=wxXw)~w. 

直观 上 不 难 建立 w? 到 w 的 一 一 对 应 ,这 只 要 给 下 面 图 6.1.1 的 无 穷 点 
阵 ( 即 平面 直角 坐标 系 带 边 第 一 象限 的 全 体 整数 格 点 ) 的 每 个 点 依次 指定 一 个 
自然 数 (发 一 个 号 码 ) ,一 个 不 漏 , 且 指 定 的 数 (号 码 ) 不 重复 就 可 以 了 . 


(0 

® 0 

0 (0 (8) 

© @ 5) ©) 
图 6.1.1 


练习 2 把 例 1( 图 6.1.1) 中 的 一 一 对 应 用 公式 表示 出 来 ,并 证 明 所 给 的 
是 u2 到 w 的 双 射 . 

思考 题 1 能 建立 Q 到 NN 的 双 射 吗 ? 

命题 1 F(a)~ “2 (2=10,1}). 

证 为 建立 9(a) 到 “2 = {f|f:a>al 的 双 射 ,对 每 个 6Ca 取 Jf。:a-*2 
如 下 : 


$6.2 不 同 大 小 的 实 无 限 了 


于 ZE0， 
AD- 人 外. 


由 F(b)= 态 定义 的 映射 下 :只 (a) 一 "2 是 双 射 . (万 叫做 4 的 特征 函数 .) 口 

练习 3 证 明 : 命 题 1 的 证 明 中 ,映射 F(F(0) = 万 ) 是 9(a) 到 “2 的 双 
射 . 

练习 4 设 cam. 证 明 9(a)~2". 

练习 5 建立 (0,1)(= jzERIO0<z<1l) 到 RR 的 双 射 . 

练习 6 建立 (0,1) 到 [0,1](= 1rERI0<xr<1|) 的 双 射 . 

练习 7 证 明 : 

(1) axb — 9(a)~F(b). 

(2) ax~b MA(cN(aUb)=2) > aUcaebUe. 

(3) aNb=ZAcNd=G Na~ec Nb~d ~ aUb~cUd. 

(4) axb \c~d 一 axcs0Xd. 

练习 8 设 aCw 且 a 是 无 限 集 .证 明 a~~w. 

思考 题 2 设 cb 二 c, 且 f:a>c 为 双 射 .试用 构造 出 a 到 的 双 射 . 
( 先 思考 一 个 简单 的 问题 :如 果 前 面 介绍 的 w 旅店 在 客 满 后 只 来 了 5 位 新 客 
人 ,为 了 减少 调动 ,站 主 如 何 对 他 为 了 腾 出 10 间 空 房 而 发 出 的 请 求 ( 矿 :w 一 
中) 作出 调整 ?) 


§ 6.2 不 同 大 小 的 实 无 限 


为 判断 二 集 是 否 等 势 , 按 定义 要 寻找 它们 之 间 可 能 存在 的 双 射 ,而 这 常 非 
易 事 .往往 比较 容易 地 是 找 出 一 集 到 另 一 集 的 单 射 .车 a 到 6b 存在 单 射 , 则 直 
观 上 意味 着 a 的 元 素 不 会 比 b 的 元 素 多 .本 节 主要 讨论 用 单 射 来 比较 集 的 势 . 
用 符号 a<6 表示 存在 a 到 4 的 单 射 . 
由 定义 立即 得 出 以 下 简单 事实 : 
1” a<a.( 自 反 性 ) 
2” aCb— a<b. 
3”a<bAb<c 一 a<c.( 可 递 性 : 单 射 的 复合 仍 是 单 射 . ) 
4 a<bAac — c<b. 
5’” a<bN\b~ec > a<ce. 
6° a<b 一 了 了 cCb(asc). 
练习 1 证 明 : 


一 一 一 一 一 
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(1) a<F (a). (2) 6 天 纪 时 ,a< axp0. 
(3) 5B 时 ,a<Ia. (4) 若 a 至 少 有 两 个 元 素 , 则 bsa. 
(5) bCc —» ta<ia. 
练习 2 证 明 : 当 a,b 了 ZB 时 ,ba 一 存在 a 到 b 的 满 射 . 
思考 题 1 尝试 证 明 : 存 在 a 到 6 的 满 射 一 bXa. 
“思考 题 2 判断 下 面 的 命题 是 否 成 立 :任意 集 a 与 b 尼 可 比较 :a<6V 
bXa. 
ww 即 N 是 我 们 见 到 的 第 一 个 实 无 限 .与 N 等 势 的 集 叫做 可 数 集 . 整数 集 
是 个 可 数 集 :ZAN( § 6.1 习题 1). 下 面 将 证 明 有 理 数 集 是 可 数 集 :QAN( 见 
$6.3 例 2). 利 用 可 数 集 性 质 还 可 证 明代 数 数 全 体 构成 可 数 集 ( 见 $6.4). 是 
否 存 在 不 可 数 无 限 集 ? Cantor 于 1873 年 对 这 个 问题 作出 了 肯定 的 回答 . 
练习 1(1) 指 出 N<F(N) ,但 尚 不 知 乡 (N) 是 否 严 格 比 N 大 . 
我 们 用 a<6 表示 a 6 但 aX6 ,直观 意思 是 :a 的 元 素 比 的 少 . 
定理 1(Cantor 定理 ) a<3 (a). 
证 只 用 证 任何 /:a 一 了 (a) 都 不 会 是 满 射 . 反 设 f 是 a 到 (a) 的 满 
射 , 任 取 xEa, 有 f(z)Ca. 作 a 的 子 集 
6={r€Ealzgf(r)1.(6ET(a).) 
因 /是 满 射 , 故 5 定 有 原 像 . 设 65 在 a 中 的 一 个 原 像 是 zo, 即 F(zo) = .由 此 
便 得 出 矛盾 : 
zoEj(zo) 即 zoE6 一 zo 儿 F(zo)， 
ZoRf (xo) ro€Eb Wp zo€E f(zo). 0 
在 定理 1 中 令 a =N, 便 知 有 许多 大 小 不 同 的 实 无 限 : 
N<9(N) <9(9(N)) <3(9(9(N))) < …. 
Cantor 定理 的 重要 性 在 于 , 它 让 我 们 看 到 超 穷 世界 是 个 层次 万 千 的 世界 ， 
其 中 无 限 集 可 按 大 小 分 类 . 


$6.3 ”Cantor-Bernstein 定理 


关于 集 的 势 的 比较 ,有 下 面 的 引 理 1. 请 把 引 理 1 的 证 明 与 w 旅店 的 调动 
(参见 §6.1) 对 照 ,会 帮助 理解 . 注意 引 理 中 的 无 限 集 a ,b,c 不 一 定 是 可 数 
集 . 

引 理 1 a 恬 bDe Naxc > aXb~e. 

证 要 用 a 到 c 的 双 射 /构造 a 到 的 双 射 g. 这 需要 利用 已 知 的 了 对 
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a 一 6 的 元 素 进行 调动 ,并 同时 进行 相应 的 连锁 调动 . 令 
ao=a-b,at=f[ao,az=f[a]anri=f[an]，… 
记 Useav=UilalzEowl=aoUaiU…UasU….g 由 下 式 定义 : 
_ffl(z), zEUsewn， 
«0 zEa- Use 
为 证 g 是 a 到 2 的 单 射 (注意 f 是 单 射 ), 只 用 考虑 z1. Ea - Uscuan 而 
ZX2E a 时 是 否 有 g(x1) 隆 g(x2). 事 实 上 ,此 时 有 
Bg(T2)= f(x2)E att g(x1)= x KU reapan. 
gg 是 a 到 6 的 满 射 .事实 上 ,6 中 任意 y 在 g 之 下 都 有 原 像 : 
车 yEa-U,es.n, 则 g(y)=y,y 以 自己 为 原 像 ; 
车 yE an( 当 然 天 0, 否 则 y86), 则 有 xEa, -1 使 g(x)=f(z)=y. 吕 
有 了 引 理 1, $ 6.1 练习 6 中 开 区 间 (0,1) 与 闭 区 间 [0,1] 的 等 势 问题 变 得 
简单 : 因 
(0,1)C[0,1CR， 
故 (0,1) 守 [0,1] 之 R( 利 用 $6.1 练 习 5). 
回 到 集 间 关系 < .已 经 知道 它 具 有 自 反 性 与 可 递 性 . 一 个 更 深刻 的 结果 
是 :< 具有 反对 称 性 .这 就 是 下 面 著名 的 Cantor-Bernstein 定理 一 一 一 个 使 用 
方便 的 等 势 判 别 法 . 它 的 证 明 用 到 引 理 1. 事 实 上 , 它 是 引 理 1 的 推广 与 变形 . 
定理 1(Cantor-Bernstein 定理 ) 
a<bM\b<ar>a~b. 
证 设 有 单 射 f:a-b 及 单 射 g:5b->a .我 们 有 


a~flaj,b~g[b],flal~ glflall; (1) 
a g[b]D glfla]]. (2) 
由 (1) 与 (2) 利 用 引 理 1 便 得 a~g[b]~b. 0 


用 寻找 两 个 单 射 代替 寻找 一 个 双 射 ,事情 往往 容易 得 多 . 

例 1 回 到 $6.1 例 1. 现 在 不 用 建立 双 射 便 知 w?~w, 因 为 : 
第 一 ,wo<ow?.mEw 对 应 于 (0,n) 便 给 出 了 一 个 单 射 . 

第 二 ,w?<w. (m,n)Ew 对 应 寺 2"3" 便 给 出 了 另 一 个 单 射 . 
例 2 再 看 $6.1 思 考题 1: 存在 Q 到 N 的 双 射 吗 ? 存在 ! 因为 : 
第 一 ,N<Q( 因 NCQ); 

第 二 ,Q<N, 下 面 定义 的 了 是 Q 到 NN 的 单 射 : 


f((- Ds)=2"3"57. 
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这 就 证 明了 有 理 数 与 自然 数 “ 一 样 多 ” ,或 者 说 Q 是 个 可 数 集 . 

因 NCZCQ, 故 Z~Q~N. . 

命题 1 RF(N). 

证 由 $6.1 命 题 1 知 P(N)~N2. 现 证 RX~N2. 

先 证 "2<R. 任 取 /EN2. 记 工 ,=f(n)E10,11. 让 小 数 

0. zoziz2…zn…( 十 进 小 数 ) 

作为 了 在 R 中 的 像 , 便 得 到 N2 到 R 的 单 射 . 

再 证 R<N2. 因 R<*(0,1)( 见 8$6.1 练习 5,(0,1) 是 区 间 ), 只 用 证 (0,1) 
性 N2. 任 取 二 进 小 数 

并 =0.zoziz2…za… (0<r<1,r,€E!0,1|). 

令 f(n)=z,, 则 fEN2. 以 了 为 x 的 像 , 便 得 (0,1) 到 N2 的 单 射 . 0 

命题 1 证 明 第 二 部 分 中 有 一 点 要 说 明 : 所 取 二 进 小 数 z 的 表示 可 能 不 惟 
一 ,例如 

zx = 0.10000… = 0.01111…. 

需要 约定 :统一 用 后 者 作为 z. 

由 命题 1 结合 $6.1 命题 1 及 Cantor 定理 便 得 出 结论 : 

N<R. 

命题 2 R*(=RxR)XR. 

证 首先 ,让 每 个 zxER 与 (0,z)ER? 对 应 ,得 到 R 到 R? 的 单 射 . 

下 证 RR<R. 因 R(0,1)( 单 位 开 区 间 ), 故 只 用 证 : 

不 带 边 的 单位 正方 形 (0,1)*(=(0,1)x(0,1))<<(0,1). 

设 z,yE(0,1), 它 们 的 十 进 小 数 表示 是 

工 二 人. TOZ1 Ze 
y=0. yy ya. 
约定 : 若 小 数 某 位 不 为 0 的 数字 右边 全 为 0, 则 把 该 位 非 0 字数 减 小 1, 并 把 其 
右边 所 有 的 0 全 改 为 9. 如 0.2000… 要 改 为 0.1999…. 作 一 小 数 z€ (0,1): 
z=0. zoy0OZIYE Znym 

让 (z,y) 与 z 对 应 , 便 得 (0,1)? 到 (0,1) 的 单 射 . 0 

推论 1 复数 集 C~R. 

推论 2 n 宇 1 时 R"~R. (对 nn 归纳.) 

命题 2 的 意思 是 :平面 (乃至 n 维 空间 ) 与 直线 的 点 一 样 多 . Cantor 得 到 
这 一 成 果 后 ,1877 年 在 给 Dedkind 的 信 中 说 :“ 我 见 到 了 ,但 我 不 相信 . "(77] 

Cantor 的 这 一 研究 成 果 促 进 了 维度 与 一 一 对 应 之 间 关系 的 研究 ,后 来 ,J. 


8$6.4 关于 可 数 集 的 结论 站 


Liiroth 证 明了 :R( 一 维 连续 统 ) 与 R*( 二 维 连续 统 ) 之 间 不 存在 连续 的 一 一 对 
应 . 

对 集 的 势 的 研究 属于 实 无 限 的 学 问 . 这 种 学 问 似乎 与 人 们 的 实际 生活 没 
有 什么 直接 关系 .情况 并 非 如 此 . 例如 ,国家 举债 ,其 中 有 关于 无 限 的 学 问 ; 金 
融 活动 中 的 行 骗 ,也 常 属 行 骗 者 利用 了 无 限 集 “整体 可 与 部 分 一 样 多 ”的 道理 ， 
尽管 行 骗 者 个 人 的 寿命 有 限 . 

练习 1 证 明 : 

(1) (a<b MAb<e) > a<c. 

(2) (a<b Ab<e) > a<e. 

练习 2 证 明 NN=-N2. 


$6.4 关于 可 数 集 的 结论 


按 3.6.1 定义 4, 可 数 集 是 与 自然 数 集 等 势 的 集 (注意 这 里 不 把 有 限 集 当 
作 可 数 集 ), 即 : 
a 是 可 数 集 一 ca<N 
+* a 的 全 体 元 素 形成 不 重复 无 限 序列 : ro,zi，…zw… 
下 面 讨论 可 数 集 的 性 质 ,这 些 性 质 是 关于 实 无 限 的 初等 知识 . 
性 质 1 可 数 集 的 无 限 子 集 也 是 可 数 集 . 
证 设 无 限 集 5Ca, 且 a<:N, 即 a 形成 不 重复 无 限 序列 : 


TO TILE， Tk 
作为 a 的 无 限 子 集 , 是 a 的 子 数列 : 
Tao Tn Tn 
这 也 是 个 不 重复 的 无 限 序列 , 故 6=N. 0 


注 1 上 面 证 明 中 子 数列 元 素 的 下 标 可 递归 表示 为 : 
no = minin ENI|z, € 6b}!, 
ne = minfn E NI Zz, € (6b— {rns Tn, Dt. 

注 2 性质 1 是 §6.1 练习 8 的 推广 . 

性 质 2 若 存 在 无 限 集 5 到 可 数 集 a 的 单 射 , 则 5 是 可 数 集 . 

证 ” 设 无 限 集 5<a~N. 则 有 双 射 /:5 一 f[5](Ca). 因 f[6b] 是 无 限 集 ， 
利用 性 质 1 得 /[5]N. 由 此 得 p<N. 0 

性 质 3 若 a 可 数 且 5 非 空 有 限 或 可 数 , 则 a Xb 与 5Xa 皆 可 数 . 

证 设 a=|zoszis… za 和 ,6 二]yo0sy1… yn} 或 6= yos…， 
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3 .让 (zi ) 对 应 于 2:3/ , 则 有 a Xb 到 N 的 单 射 . 因 6 天 纪 , 故 a xb 是 无 
限 集 .利用 性 质 2 便 得 a x b~N. 0 
性 质 4 若 a1,…,a, 中 至 少 有 一 个 可 数 ,而 其 他 为 非 空 有 限 或 可 数 , 则 
alX…Xan 可 数 .( 对 n 归纳 并 利用 性 质 3. ) 
性 质 5 车 a 可 数 , 且 5 有限 或 可 数 , 则 a Ub 也 可 数 . 
证 设 a 为 z0,z1,…,za，…,6 为 yo,…,yn ,或 为 ysy1，… Yn，…、 
情形 1,a 人 = 2. 这 时 a Ub 全 部 元 素 形成 不 重复 无 限 序列 : 


TO VO TL Vs Tas Yrs Tntls” 
情形 2,a 几 652. 令 c=65 -a. 这 时 c(C5) 为 有 限 或 可 数 ,a 由 c= 且 
aUb=aUc. 由 情形 1 的 讨论 知 aUc 为 可 数 , 故 a Ub 可 数 . 0 
性 质 6 车 a1,…, a 中 至 少 有 一 个 可 数 ,而 其 他 为 有 限 或 可 数 , 则 Ua 
= aiU…Uan 可 数 ,( 对 归纳 并 用 性 质 5.) 
性 质 7 若 每 个 a; 可 数 或 有 限 且 岂 a; 是 无 限 集 , 则 凯 a; 可 数 . 
证 设 a; 为 zio,zin,…,Tin,…, 或 为 zio,rilyzim， 
情形 1, 不 同 的 ai 之 间 没 有 公共 元 素 , 即 当 ;天 ) 时 ai 站 ai = 2. 这 时 令 
J(z5)=2i31， 
这 样 定义 的 /: a-*N 是 单 射 .由 性 质 知 UU ai; 可 数 . 
情形 2, 有 些 不 同 的 a; 存在 公共 元 素 .这 时 作 一 列 新 集 : 
bo= aot=al 一 br 加 as 一 (boUUbD 


这 样 当 站 天 j 时 4 门 = 儿 , 且 以 ;= 山 b;. 由 情形 1 的 讨论 知 吕 6b;( 从 而 


局 ai ) 是 可 数 集 . 0 
性 质 8 若 a 可 数 , 则 岂 a" 也 可 数 (规定 co= 11|= 1 
证 由 性质 3 知 ,每 个 a"(n>0) 可 数 ,再 用 性 质 7 即 可 . 0 


性 质 9 若 a 可 数 , 则 所 有 由 a 的 元 素 构成 的 有 限 序列 形成 的 集 b 也 可 
数 . 
证 “对 任 一 由 a 的 元 素 构 成 的 有 限 序列 z,,…,z; ,, 令 


fz Ti ) = Ti Ti Ea”. 
这 样 定义 的 映射 是 6 到 Ua" 的 单 射 .6 是 无 限 集 ,由 性 质 2 及 性 质 8 知 
可 数 . 0 
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我 们 用 单 射 与 双 射 为 工具 讨论 了 势 的 比较 .但 究竟 什么 是 集 的 势 ? 至 此 
只 能 说 , 势 这 个 抽象 的 概念 表征 了 相互 等 势 的 集 所 具有 的 共同 属性 ;直观 上 它 
表示 集 的 元 素 的 多 少 .Cantor 曾 形象 地 把 集 的 势 (基数 ) 说 成 是 集 这 个 具体 对 
象 "在 我 们 心中 的 一 幅 抽象 画 "[79 . 在 第 十 章 中 ,我 们 将 把 势 这 个 概念 在 ZFC 
内 具体 化 . 
通常 用 so 来 表示 可 数 集 的 势 . ( No 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”. 兴 是 希 伯 来 字母 表 
的 头 一 个 字母 . ) 
限于 直观 地 理解 ,性 质 5,6,7,3,4 依次 含有 以 下 意思 : 
No + No= Wo, 
Not*… + 0= Mo, 
No+ Mot + Not.= Mo, 
Ni= No SSo= No， 
WE = Mo. 
练习 1 指出 以 下 无 限 集中 哪些 是 可 数 集 ,并 简要 说 明理 由 .( 题 中 NN 或 
由 是 自然 数 集 ,Z 是 整数 集 ,Q 是 有 理 数 集 , 有 是 实 教 集 ,C 是 复数 集 . ) 
(1) Z” (mnEow). 
(2) QxQ. 
(3) R-Q. 
(4) {xzER|I InEN- {0 z=Inn|. 
(5) |zEN| 3yE Rr =tany|. 
(6) 1zER10<z<10 "|. 
(7) |zE(N)|z 的 元 素 都 是 偶数 | . 
(8) |zE2(N)1z 是 有 限 集 | 
(9) {(z,y,z)ER3sIz=y=z|. 
(10) U,c。-iol an, 其 中 an=izERlrEcQl. 
(11) Useuan, 其 中 an 同上 题 . 
(12) Uies(N4), 其 中 N=10,1,…,k|. 
(13) 坐标 平面 上 平行 于 y 轴 的 全 体 直 线 的 集 . 
(14) 坐标 平面 上 所 有 辆 心 坐 标 为 有 理 数 , 且 半 径 长 也 为 有 理 数 的 园 的 


(15) 全 体 二 次 有 理 系数 多 项 式 组 成 的 集 . 
(16) C- R. 
(17) 1zEclaozz+airz+az=0,aoalazEQ,ao 天 01. 
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(18) 所 有 有 理 系数 多 项 式 组 成 的 集 . 

(19) |zEClxz 是 某 个 有 理 系数 多 项 式 的 零点 | . 

(20) 实数 轴 上 所 有 以 有 理 数 为 端点 的 开 区 间 组 成 的 集 . 

(21) 所 有 自然 数列 构成 的 集 . 

(22) 所 有 从 菜 项 后 为 常数 的 有 理 数列 构成 的 集 . 

(23) 对 有 理 数 施行 + ,一 ，X, 十 ,V ,小 ，… 中 有 限 次 运算 所 得 到 的 
数 的 全 体 构成 的 集 . 

(24) 实数 直线 上 无 限 个 互 不 相交 开 区 间 构 成 的 集 . 

(25) 平面 上 无 限 个 互 不 相交 贺 盘 构成 的 集 . 

(26) 三 维 空间 中 无 限 个 互 不 相交 长 方 体 构成 的 集 . 

(27) 定义 在 (- co, + co ) 上 的 连续 函数 的 无 限 多 个 孤立 极 值 点 (如 果 有 ) 
构成 的 集 . 

(28) 定义 在 (- co, + co) 上 的 单调 函数 ( 增 或 减 ) 的 无 限 多 个 间断 点 (如 
果 有 ) 构 成 的 集 . 

注 1 可 数 集 性 质 7 涉及 无 限 多 个 可 数 集 , 它 的 证 明 不 可 避免 地 涉及 选 
择 公 理 , 详 见 $6.5 中 的 讨论 . 

注 2 本 节 在 建立 可 数 集 的 性 质 的 过 程 中 ,我 们 把 有 限 集 与 可 数 集 严格 
分 开 .如 果 为 了 方便 把 有 限 集 也 并 为 可 数 集 , 那 么 可 数 集 性 质 的 表述 要 作 调 
整 . 

思考 题 1 把 有 限 集 也 视 为 可 数 集 ,文中 可 数 集 九 条 性 质 如 何 调整 ? 


6.4 附 ”可 数 集 性 质 的 另 一 常用 表述 


一 般 为 了 方便 ,把 有 限 集 与 可 数 集合 起 来 统称 可 数 集 ( 有 时 也 称 至 多 可 数 
集 ) ,而 把 与 自然 数 集 等 势 的 可 数 集 叫做 可 数 无 限 集 , 即 规定 : 
a 为 可 数 集 “> au 或 a<mEw， 
a 为 可 数 无 限 集 “ ao， 
那么 $6.4 中 关于 可 数 集 的 九条 性 质 都 需 作 调 整 . 原来 的 每 条 性 质 各 相应 有 
两 个 新 结论 , 现 列 出 如 下 . 
性 质 1 可 数 集 的 子 集 是 可 数 集 . 
可 数 无 限 集 的 无 限 子 集 是 可 数 无 限 集 . 
性 质 2 ”到 可 数 集 存在 单 射 的 集 是 可 数 集 . 
若 存在 无 限 集 到 可 数 集 的 单 射 , 则 该 无 限 集 是 可 数 无 限 集 . 
性 质 3 二 可 数 集 的 Cartesian 积 集 是 可 数 集 . 
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可 数 无 限 集 与 非 空 可 数 集 的 Cartesian 积 集 是 可 数 无 限 集 . 
性 质 4 有 限 个 可 数 集 的 Cartesian 积 集 是 可 数 集 . 
若 有 限 个 非 空 可 数 集中 至 少 有 一 个 是 无 限 集 , 则 它们 的 
Cartesian 积 集 是 可 数 无 限 集 . 
性 质 5 二 可 数 集 之 并 是 可 数 集 . 
可 数 集 与 可 数 无 限 集 之 并 是 可 数 无 限 集 . 
性 质 6 有限 个 可 数 集 之 并 是 可 数 集 . 
若 有 限 个 可 数 集中 至 少 有 一 个 是 无 限 集 , 则 它们 的 并 是 可 数 无 
限 集 . 
性 质 7 可 数 个 可 数 集 之 并 是 可 数 集 . 
若 可 数 个 可 数 集 之 并 为 无 限 集 , 则 为 可 数 无 限 集 . 
性 质 8 若 a 是 可 数 集 , 则 U esa" 是 可 数 集 . 
若 a 是 可 数 无限 集 , 则 Ue。a" 是 可 数 无 限 集 . 
性 质 9 若 a 是 可 数 集 , 则 a 的 元 素 的 有 限 序列 的 全 体 是 可 数 集 . 
若 a 是 可 数 无 限 集 , 则 a 的 元 素 的 有 限 序列 的 全 体 是 可 数 无 限 
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每 当 需 要 同时 从 无 限 多 个 非 空 集中 各 选 出 一 个 元 素来 定义 某 种 数学 对 
象 ,就 可 能 要 用 到 选择 公理 .数学 (不 仅 是 在 集 论 ) 中 ,选择 公理 像 央 灵 一 样 时 
隐 时 现 , 人 们 其 至 不 知 不 觉 地 使 用 它 ( 微 积分 中 就 有 这 样 的 例子 ). 后 面 第 九 章 
将 详细 讨论 选择 公理 及 其 在 数学 上 的 应 用 例 .本 书 前 几 章 中 该 公理 已 不 止 一 
次 出 现 过 ,例如 3.5.3 附 的 单 值 化 原则 ,4.1.3 中 的 选 代表 原则 ,4.4.1 中 的 滤 
子 扩张 原则 ,5.4 附 的 关于 相 容 方程 组 的 扩张 等 ;每 次 该 公理 出 现时 ,我 们 都 
作 了 一 些 解释 . 

本 章 关 于 势 的 研究 中 已 有 三 次 涉及 这 一 公理 .一 次 ,选择 公理 出 现在 可 数 
集 性 质 7 的 证 明 中 . 可 数 集 性 质 7 的 简单 形式 是 : 

若 每 个 ai 是 可 数 集 , 则 Uicwai 是 可 数 集 - 
证 明 中 需 将 每 个 a; 各 自 写 成 不 重复 序列 

ZO TH Li 

问题 在 于 这 种 写法 是 不 惟一 的 ,每 个 可 数 集 ai 可 以 表示 成 许多 个 序列 ,要 从 
中 选 出 一 个 写 出 来 ,而 且 要 同时 对 每 个 ai 来 做 这 件 事 . 当 每 个 a; 同时 都 有 了 
固定 的 表示 之 后 , 往 下 才 可 以 定义 所 需要 的 单 射 ;而 同时 给 出 每 个 ai 的 一 种 
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序列 表示 ,就 已 经 用 了 选择 公理 .这 就 是 说 ,选择 公理 保证 了 性 质 7 成 立 . 

遇 到 可 数 集 , 常 需要 写 出 该 集 的 一 个 序列 表示 .对 于 只 涉及 有 限 个 可 数 集 
的 情形 ,给 每 个 可 数 集 任 选 一 个 序列 表示 ,这 样 做 没有 什么 问题 . 若 同时 碰 上 
无 限 多 个 可 数 集 而 要 这 么 做 ,合理 性 则 可 用 选择 公理 来 保证 . 

另 一 次 ,选择 公理 出 现在 下 面 的 问题 中 : 

存在 a 到 的 满 射 与 存在 b 到 a 的 单 射 ,二 者 是 否 是 一 回 事 ? 
从 6.2 练习 2 已 经 知道 : 

6<a 一 存在 a 到 0 的 满 射 (2 天 区 ). 

反 过 来 ,存在 a 到 的 满 射 是 否 意味 着 0<a 成 立 ( 8 6.2 思考 题 1)? 

假设 太 a-~6 是 满 射 .下 面 尝试 用 三 来 定义 6 到 a 的 单 射 g. 

设 zxE6. 因 了 是 a 到 6 的 满 射 , 故 zx 在 a 中 的 原 像 的 集 非 空 : 

fi![{zt]#g. 
任 取 yEf"![{z1], 令 
g(T)=y. 

zi 天 za 时,g(z1) 闫 g(xz2)( 因 f![ [zuH] 站 7![1zz1]=2). 于 是 g 为 所 求 
的 单 射 . 

上 面 在 我 们 从 /-![|z}] 中 任 取 y 作为 g(xz) 的 定义 时 ,使 用 了 选择 公 
理 :所 求 的 从 5 到 a 的 单 射 g 就 是 |f"![ 1xz1]|z E61 的 选择 函数 . 

选择 公理 用 势 语言 写 出 的 一 种 等 价 形式 ($6.2 思考 题 2): 

任意 二 集 a 与 b 竺 可 比较 :a<bVb<a. 
关于 这 种 等 价 形式 的 讨论 见 $9.2 定理 3 与 $9.2 练 习 1. 
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在 $6.3 中 我 们 已 经 知道 自然 数 集 N 与 实数 集 R 有 不 同 的 势 : 
N<93(N~~R. 
下 面 直接 证 明 N 与 单位 区 间 (0,1)(s“R) 之 间 不 存在 双 射 ,并 通过 这 一 证 明 欣 
赏 一 次 “Cantor 对 角 线 论证 ”. 
反 设 区 间 (0,1) 是 可 数 集 .用 标准 无 限 小 数 来 惟一 表示 这 些 实数 中 的 每 一 
个 (如 $6.3 命题 2 证 明 中 所 约定 的 ) ,一 个 不 漏 地 列 出 如 下 : 
0. zoozolzoz…Zow…， 
0. ziozltzD2…Zln…， 
0. zz20z21z22… 工 2 


0. rnoznlZn2… Tomm 
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注意 上 面 对 角 线 上 的 数字 : 
并 00， 并 11， 工 22。 Tan 
然后 作 一 小 数 
a=0. yoy1y2 "yn, 
使 每 个 w 满足 : 
Yn 0, yn FO, 天 rm， 
那么 a€(0,1), 且 a 与 上 面 所 列 出 的 每 个 小 数 都 不 同 ,从 而 与 “一 个 不 漏 相 
矛盾 . 
19 世纪 70 年 代 ,Cantor 在 证 明了 R 的 势 大 于 N 的 势 之 后 ,研究 了 大 量 的 
各 种 不 同 的 实数 子 集 ; 研 究 之 后 发 现 , 按 势 大 小 ,他 只 见 到 了 两 类 子 集 : 一 类 如 
N,Z,Q, 代 数 数 集 , 等 等 ,这 些 都 是 可 数 集 ; 另 一 类 如 无 理 数 集 , 超 越 数 集 ， 
Cantor 完全 集 ,等 等 ,这 些 都 是 不 可 数 集 , 且 都 与 R 等 势 .长 期 大 量 的 研究 结 
果 使 他 相信 他 的 下 面 的 猜想 是 正确 的 : 
连续 统 假设 (Continuum Hypothesis, 简 记 为 CH) ”实数 集 民 的 任何 不 可 
数 子 集 都 与 R 等 势 . 
由 于 实数 与 直线 上 的 点 一 一 对 应 ,通常 把 R 叫做 (一 维 ) 连 续 统 .如 果 上 
述 连 续 统 假设 成 立 , 那 就 意味 着 在 可 数 集 与 连续 统 之 间 没 有 势 的 中 间 地 带 , 即 
不 存在 一 种 势 , 它 比 可 数 势 大 ,而 比 连续 统 的 势 小 . 
Cantor 为 了 证 实 他 的 这 个 猜想 ,付出 了 艰辛 的 劳动 , 献 出 了 毕生 精力 ,但 
未 成 功 . 
在 1900 年 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 , Hilbert 在 他 著名 的 演讲 中 把 连续 统 
假设 列 为 23 个 未 解决 问题 的 第 一 个 [9]: 
Cantor 的 连续 统 基数 问题 
ee Cantor 关于 这 种 集合 的 研究 ,提出 了 一 个 似乎 很 合理 的 定理 ,可 是 ， 
尽管 经 过 坚持 不 涛 的 努力 ,还 没有 人 能 成 功 地 证 明 这 条 定理 . 这 定理 是 这 样 
的 : 
每 个 由 无 穷 多 实数 组 成 的 系统 , 即 每 个 (无 穷 ) 数 集 ( 或 点 集 ) ,或 者 等 价 于 
自然 数 的 集合 1,2,3,… 或 者 等 价 于 全 体 实 元 的 集合 ,从 而 等 价 于 连续 统 , 即 
一 条 直线 上 点 的 全 体 ;因此 ,就 等 价 关系 而 言 ,只 有 两 种 (无 穷 ) 数 集 ,可 数 集 和 
连续 统 . 
由 这 条 定理 ,立即 可 以 得 出 结论 :连续 统 所 具有 的 基数 , 紧 接 在 可 数 基数 
之 后 ;所 以 ,这 定理 的 证 明 , 将 在 可 数 集 与 连续 统 之 间架 起 一 座 新 的 桥梁 . 
与 数学 上 的 Riemann 猜想 和 Goldbach 猜想 一 样 ,连续 统 假设 吸引 人 们 对 
它 及 相关 问题 进行 了 大 量 的 研究 ,这 种 研究 在 20 世纪 里 成 了 集 论 发 展 的 一 条 
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主线 . 

关于 连续 统 假设 研究 的 重大 突破 是 G6del 于 1938 年 及 P. Cohen 于 1963 
年 分 别 取得 的 . Gadel 证 明了 :基于 我 们 的 集 论 公 理 (ZFC) ,连续 统 假设 不 能 被 
否 证 ,或 者 说 ,连续 统 假设 与 ZFC 公理 系统 是 无 矛盾 的 . 20 多 年 后 ,Cohen 证 
明了 : 仅 基于 ZFC, 连 续 统 假设 是 不 可 证 的 .这 就 让 我 们 知道 ,连续 统 假设 是 独 
立 于 ZFC 的 ,是 ZFC 不 可 判定 的 .在 这 个 意义 下 可 以 说 ,就 目前 数学 主体 的 基 
础 ,连续 统 假设 问题 是 不 可 解 的 . 

Gadel 与 Cohen 的 研究 成 果 皆 属 20 世纪 最 杰出 的 数学 成 就 . 他 们 的 理论 
与 方法 和 他 们 得 出 的 结论 一 样 ,对 集 论 的 发 展 产生 了 极 大 的 影响 . 
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序 结构 是 数学 的 基本 结构 之 一 .历史 上 ,人 们 先 学 会 比较 ,后 学 会 计数 . 没 
有 秩序 ,无 法 数 数 , 序 是 计数 的 基础 . 

在 数 系 构造 中 ,我 们 曾 见 过 具体 数 集 上 具体 的 序 .本 章 要 建立 一 般 集 上 一 
般 的 序 ,它们 是 : 偏 序 .全 序 与 良 序 . 有 了 和 良 序 , 归 纳 法 便 进入 超 穷 世 界 . 


8$7.1 偏 序 


偏 序 关系 是 数学 乃至 日 常生 活 中 十 分 常见 的 一 种 序 关系 的 抽象 . 
定义 1( 偏 序 关系 (partial order relation)) 集 a 上 的 二 元 关系 (rCa2)， 
如 果 具 有 以 下 性 质 1 与 2 就 叫做 a 上 的 偏 序 关系 : 
1” ( 反 自 反 性 ) YzEa((z,z) 包 r)， 
2” (可 递 性 ) Yz,y,zEa((zy)ErA(y,z)Er 一 (zz)Er)， 
偏 序 关系 简称 为 偏 序 . 带 有 偏 序 ~ 的 集 叫 做 -~- 偏 序 集 . 偏 序 集 a 连同 其 上 的 
偏 序 - 形成 偏 序 结构 (a ,r).((z,y)Er 常 写成 zry.) 
例 1 设 有 三 元 集 a = |z,y,z|. 下 面 是 三 个 a 上 的 二 元 关系 ,其 中 六 
与 r3 是 a 上 偏 序 ,而 ~ 不 是 a 上 偏 序 : 
ri= {(zy),(zvz)j， 
rz = |(z,y),(y,z)|， 
r3= |(zy),(y,z), (zz). 
练习 1 a=izr,y| 上 有 多 少 个 二 元 关系 ? 其 中 有 多 少 个 偏 序 ? 把 它们 
写 出 来 . 
练习 2 a=|zx,y,z| 上 有 多 少 个 二 元 关系 ? 其 中 有 多 少 个 偏 序 ? 
若 (a,r) 是 偏 序 结构 且 5bCa, 则 易 知 子 结构 (5b,r 门 (b Xb5b)) 也 是 偏 序 结 
构 , 常 简写 为 (6 ,7r). 
设 r 是 a 上 偏 序 , 且 z,yEa. 易 知 以 下 三 种 情形 皆 与 偏 序 的 反 自 反 性 相 
矛盾 : 
zy 人 工 = yy 一 yry， (由 等 词性 质 ) 
并 = 了 A 人 rz 一 IDy， (由 等 词性 质 ) 
Try 人 yr rrr. 《由 可 递 性 ) 
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于 是 以 下 三 种 情形 
Try, T=y, wr 
至 多 出 现 一 种 ;但 有 可 能 三 者 皆 不 成 立 , 也 就 是 说 三 分 律 对 偏 序 并 不 一 定 成 
立 . 拿 例 1 的 偏 序 ri 来 说 ,yriz,zriy,y=z 三 者 皆 不 成 立 . 
有 时 把 a 上 偏 序 x 写成 < , 即 把 zry 写成 zx< y, 于 是 偏 序 结构 (a ,< ) 满 


足 的 条 件 可 写成 : 
1 Vr€a,rKr. ( 反 自 反 性 ) 
2° Yz,y,zEa((z<yAy<z) 一 z<z) (可 递 性 ) 
此 时 车 用 zx 和 > 表示 z<yVZz=y, 则 a 上 二 元 关系 <<" 满足 : 
(i) Vr€ar<z. ( 自 反 性 ) 
(ii) Yz,yEa((z 和 > 人 > 和 rz) — r=y). (反对 称 性 ) 
(ii) Yr,y,zEa((r<yN\y<z) — r<z). (可 递 性 ) 


通常 也 用 “和 "来 定义 偏 序 , 即 把 满足 (i),(ii),( 证 ) 的 (ae , 短 ) 叫 做 偏 序 结构 ,这 
时 zx<y 表示 z< 之 y 人 z 天 y, 且 "< "满足 条 件 工 与 2. 若 要 区 分 , 则 把 满足 条 
件 1 与 2 的 偏 序 ~(< ) 叫 做 严格 偏 序 . 
例 2 (多 (a),C) 是 偏 序 结构 ,二 元 关系 己 (作为 一 种 二) 满足 条 件 (i)， 
(Ci), (iii). 
例 3 在 N 一 101 上 定义 二 元 关系 x: 
mm +* m 能 整除 n， 
则 7 是 N- {01 上 的 偏 序 ,满足 条 件 (D,(ii) ,( 证 ). 
思考 题 1 能 否 建立 集 a 上 的 偏 序 "使 得 这 个 偏 序 同时 是 a 上 的 等 价 
关系 ? 能 否 建立 集 a 上 的 严格 偏 序 <" 使 它 同时 是 a 上 的 等 价 关系 ? 
下 面 思考 题 2 的 结论 是 关于 偏 序 集 的 一 个 表示 定理 . 
思考 题 2 证 明 对 每 个 偏 序 集 a 都 能 找到 一 个 集 族 A 使 
(a, 二) 宇 (A ,CC).( 同 构 概 念 见 $5.2.) 
练习 3 设 rCa? 是 a 上 偏 序 .证 明 r-! 也 是 a 上 偏 序 . 
练习 4 设 a 与 5 都 是 偏 序 集 , 且 f:a 一 5 满足 条 件 
Yr,y€Ea(r Sy f(r)< f(y)). 
证 明 / 是 单 射 .如果 把 上 面 的 条 件 改 成 
Yry€Ea(lr<y™ f(z) < f(y)), 
那么 结论 不 一 定 成 立 , 试 举例 说 明 . 
设 a 是 偏 序 集 ,rE a. 注意 下 面 几 个 名 词 : 
(1) 若 YVyEa,yXr , 则 称 z 是 a 的 极 小 元 . 
(2) 若 YyEa,z 委 y, 则 称 x 是 a 的 最 小 元 . 


S$7.1 偏 序 "SS" 


(3) 若 Y yEa ,rtXy, 则 称 x 是 a 的 极 大 元 . 

(4) 车 Y y€ 4a,y 二 +, 则 称 z 是 a 是 最 大 元 . 

例 4 偏 序 结构 (六 (1z,yi),C) 的 最 小 元 是 纪 , 最 大 元 是 |z,y| 

偏 序 结构 (ii zj ,yl ,1z,yll, 忆 没有 最 小 元 ,但 有 两 个 极 小 元 ; {x| 与 
ly}. 

偏 序 结构 (1 ,|z1 ,iy)1, 忆 ) 没 有 最 大 元 ,但 有 两 个 极 大 元 ;|z| 与 |y|. 

最 小 元 一 定 也 是 极 小 元 ,但 反之 不 真 .同样 ,最 大 元 必 是 极 大 元 ,但 反之 不 
真 . 最 大 元 与 最 小 元 若 有 ,都 是 惟一 的 ; 极 大 、 极 小 元 可 能 不 惟一 . 

思考 题 3 能 否 构造 一 个 偏 序 集 , 它 没有 最 大 元 ,但 却 有 且 只 有 一 个 极 大 
元 ? 

设 a 是 偏 序 集 .z(Ea) 是 6(Ca) 的 下 界 , 指 z 与 5 满足 : 

Vy E45 (x 三 y).( 上 界 的 概念 类 似 地 定义 .) 

在 给 定 的 偏 序 集中 ,有 些 元 素 间 可 能 没有 直接 序 联系 ( 即 不 能 按 该 偏 序 来 
比 大 小 ) ,但 它们 (的 集 ) 却 可 能 有 下 界 , 即 它们 可 能 有 公共 的 向 下 延伸 .这 是 它 
们 之 间 可 能 有 的 一 种 间接 序 联系 . 

例 5 偏 序 结构 (92 ({z,y,zh)-1CC) 中 ,zy} 与 1z,z| 不 能 用 序 
己 相 联系 ,但 它们 有 下 界 |z|. 换 句 话说 ,|z1 是 |z,y| 与 1z ,zx| 的 公共 向 下 延 
伸 . 

定义 2( 相 容 (compatible)) 设 a 是 偏 序 集 ,x,yE a. 若 |z ,yl 在 a 中 有 
下 界 , 即 

3zE€a(z 世 zz 芝 y)( 即 xz,y 在 a 中 有 公共 向 下 延伸 )， 

则 称 z 与 y 在 a 中 相 容 ,否则 称 z 与 y 在 a 中 不 相 容 . 

按 定义 , 当 zx 三 y 时 ,z 与 y 当然 是 相 容 的 . 又 如 例 5 中 的 |z,y1 与 1x ,xz| 
是 相 容 的 .但 ix ,yl 与 |z| 不 相 容 , 它 们 没有 公共 的 向 下 延伸 . 

定义 3( 反 链 (antichain)) 设 a 是 偏 序 集 ,5Ca. 若 中 任意 二 元 素 都 不 
相 容 , 则 6 叫做 a 中 的 反 链 . 

练习 5 写 出 例 5 的 偏 序 结构 (F(|z,y,z|) 一 11, 己 ) 中 的 所 有 极 大 
反 链 ( 极 大 反 链 , 指 该 结构 中 没有 更 大 的 反 链 包 含 它 ). 与 反 链 相 对 立 的 概念 是 
链 一 一 偏 序 集 的 全 序 子 集 . 


$7.2 全 序 


定义 1( 全 序 (total order)) a 上 的 二 元 关系 ~ 是 a 上 的 全 序 , 指 是 满 
足下 面 的 三 分 律 的 (严格 ) 偏 序 : 
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Vr,y€Ea(ry Vr=yV yr). 
全 序 又 称 线 序 . 带 有 全 序 ~ 的 集 叫 做 _ 全 序 集 . 全 序 集 a 连同 其 上 的 全 序 
形成 全 序 结构 (a ,r》. 
全 序 作为 集 上 的 二 元 关系 ,具有 反 自 反 性 ,可 递 性 ,并 满足 三 分 律 .通常 数 
学 中 谈 到 序 ,往往 指 全 序 .N,Z,Q,R 是 我 们 见 过 的 全 序 集 的 例子 . 
思考 题 1 试 在 N? 上 建立 全 序 . 
定义 1 中 规定 的 全 序 ~ 是 严格 全 序 , zry 常 写作 zx< y. 若 改 用 "来 定 
义 , 则 把 集 a 上 全 序 则 规定 为 满足 下 面条 件 的 偏 序 : 
Vry Ea(r<yV yz). 
全 序 比 偏 序 要 求 更 高 的 一 点 是 :任何 元 素 之 间 都 可 比较 . 
对 于 全 序 集 , 极 小 元 就 是 最 小 元 , 极 大 元 就 是 最 大 元 . 
思考 题 2 证 明 不 能 在 复数 域 (C,0,1, + ,") 中 定义 金 序 使 之 成 为 有 序 域 
(有 序 域 的 概念 参见 4.5). 
例 1 复数 域 不 是 有 序 域 ,但 仍 可 在 C 中 定义 序 . 例如 ,在 C 中 定义 两 个 
二 元 关系 与 5: 
xlrz2+*(Rezl < Rez2) 人 (Imzl < Imz2)， 
zlsz2+*(Rezl < Rezz) V (Rez! = Rezz 人 Imzl < Imz2). 
六 是 C 上 的 一 个 偏 序 ,但 不 是 全 序 (例如 1 与 i 按 ~ 不 可 比 ). 在 复数 平面 上 ， 
位 于 一 、 三 象限 的 过 原点 的 任 一 直线 都 是 C 的 一 个 r- 链 (全 序 子 集 ).s 是 C 
上 的 全 序 (一 种 字典 顺序 ). 
若 (a ,r) 是 全 序 结构 且 bCa, 则 易 知 子 结构 (5,r 门 (b xb) 也 是 全 序 结 
构 ,简写 为 (b,r). 
车 r 是 a 上 的 全 序 , 则 -~ ! 也 是 a 上 的 全 序 (参见 $7.1 练习 3). 
练习 1 NN 上 两 个 二 元 关系 与 5 的 定义 如 下 : 
fre™ Vn€EN(f(n)<g(n)), 
fig ** JkEN(f(R)<g(R)N Vn<k(f(n)= g(n)). 
证 明 ~ 是 NN 上 偏 序 但 不 是 全 序 ,而 s 是 SN 上 全 序 . 
下 面 研 究 全 序 集 之 间 的 关系 . 
定义 2( 保 序 映 射 (order-preserving mapping)) 设 a,b 是 全 序 集 , 且 f:a 
一 0 满足 
Yr,y€Ea(r < y= f(r) < f(y)) (1) 
则 把 了 叫做 a 到 6 的 保 序 映射 
关于 保 序 映 射 ,有 以 下 简单 事实 . 
1” 设 a 是 全 序 集 ,6b 是 偏 序 集 ,f:a 一 5b 具有 性 质 (1), 则 a 的 像 f[a ] 是 
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6b 中 的 全 序 子 集 ( 即 链 ). 

2” 设 了 是 全 序 集 a 到 全 序 集 b 的 保 序 映 射 , 则 易 知 f 是 a 到 的 单 射 ， 
且 (1) 的 反 向 蕴涵 也 成 立 : 

VzyEcarz<ye f(r) < f(y)). 

3” 按 $5.2 关于 结构 间 同 构 的 一 般 定义 及 事实 2", 若 存在 全 序 集 a 到 

全 序 集 6 的 保 序 满 射 , 则 a 与 5 同 构 : 
(a, <)(b, <). 
定义 3 (前 段 (initial segment)) 设 a 是 全 序 集 ,5bCa. 若 5b 满足 
Vr€EbYyEa(y<r>y€b), 

则 5 叫做 a 的 前 段 . 

例如 , 开 区 间 ( -oo ,0) 是 R 的 前 段 , 负 整 数 集 Z = |zEZlz<0l 是 乙 的 
前 段 ( 皆 按 通常 的 序 ). 

练习 2 设 /:N->N 是 保 序 映 射 .证 明 :Yn€EN(f(n) 之 n). 

练习 3 设 N 的 真子 集 a 是 N( 按 通常 序 *<") 的 前 段 .证 明 

3n€ENa= IkENIk<nI. 

思考 题 3 能 否 用 多 种 不 同方 式 建立 (R,<) 到 它 自身 的 同 构 (映射 )? 
(这 种 同 构 叫 做 自 同 构 . 》 

思考 题 4 能 否 用 多 种 不 同方 式 建立 (N,< ) 的 自 同 构 ? 

思考 题 5 能 否 建立 (有 ,< ) 到 它 的 前 段 (( 一 oo ,0),< 的 同 构 ? 

思考 题 6 能 否 建立 (N,< ) 到 它 前 段 的 同 构 ? 

全 序 集 在 同 构 之 下 能 保持 的 性 质 叫 做 序 性 质 . 例如 ,元 素 是 否 极 大 或 极 
小 ,是 序 性 质 ;而 实数 区 间 的 长 度 (大 小 及 是 否 有 限 ) 就 不 是 序 性 质 ,因为 在 


《(R,<) 与 (( -至 ,至 ),<) 之 问 存在 序 同 构 .在 (R,<) 与 (( -各 ,到 ],<) 之 
间 不 可 能 存在 同 构 ,因为 RR 无极 大 元 ,而 -至 , 子 ] 有 极 大 元 ;而 极 大 极 小 是 
序 性 质 ,应 在 同 构 之 下 保持 ， 

全 序 集 间 的 同 构 具 有 如 下 性 质 . 

自 反 性 : a 人 a .( 恒 等 函数 是 保 序 双 射 .) 

对 称 性 : a 衬 b 一 6 宇 a.( 保 序 双 射 之 逆 /! 也 是 保 序 双 射 .) 

可 递 性 : ae 全 0 人 6 全 c 一 a 衬 e.( 保 序 双 射 的 复合 仍 为 保 序 双 射 .) 


8$7.3 良 序 


良 序 是 集 论 最 重要 的 中 心 概念 之 一 . 良 序 概念 的 引进 实质 上 是 人 们 把 归 
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纳 法 从 自然 数 集 推广 到 超 穷 世界 的 需要 ,关于 这 一 点 下 节 将 详细 讨论 . 

定义 1( 良 序 (well-order)) 集 ae 上 二 元 关系 r, 若 具有 以 下 性 质 , 则 叫做 
a 上 的 良 序 : 

1” ( 反 自 反 性 ) YVzEa 一 (zrz). 

2” (可 递 性 ) Yz,y,zEa(zry 人 yrz zrz). 

3” (三 分 律 ) Yzr,yEa(zryVz=yVyrz). 

4”( 良 基 性 ) a 的 任 一 非 空子 集 此 有 z- 极 小 元 , 即 

V6Ca(6 天 好 3yEbOyreEeb-(zrmy). 
带 有 良 序 ~ 的 集 叫 做 ~- 良 序 集 . 良 序 集 a 连同 其 上 的 良 序 - 形成 良 序 结构 
《ar). 

按 定义 , 良 序 就 是 具 良 基 性 的 全 序 . 因 为 有 三 分 律 , 极 小 元 就 是 最 小 元 ,所 
以 良 序 集 的 任 一 非 空子 集 都 有 最 小 元 . 

例 1 〈N,< ) 是 良 序 结构 (参见 1.2 附 3 定理 14,15,17,19). 

〈《Z,<),(Q,< ) 与 (R,< 都 不 是 良 序 结构 . 

练习 1 重新 定义 乙 中 序 使 之 成 为 良 序 . 

练习 2 设 a 是 良 序 集 , 且 存在 双 射 f:a~6. 证 明 可 用 集 a 的 良 序 诱导 
出 集 5 的 良 序 . 

练习 3 如 何 使 Q 变 成 良 序 集 ? 

若 (a,r) 是 良 序 结构 且 0Ca , 则 子 结构 (6,r 站 02 也 是 良 序 结构 , 简 记 为 
《5,7r). 良 序 x 的 逆 关 系 : 1 一 般 不 再 是 同一 集 上 的 良 序 , 这 一 点 与 全 序 不 同 . 
a 是 有 限 集 时 ,a 上 和 良 序 ~ 的 逆序 ! 仍 为 良 序 . 

车 把 a 上 的 良 序 7 写成 < , 则 它 的 性 质 可 列 出 如 下 : 

1” ( 反 自 反 性 ) VxE€Eazrxz. 

2” (可 递 性 ) Vz,y,zEa (x<yNy<z 一 I<z). 

3” (三 分 律 ) Vz,yEa (z<yVZz=yVy<z). 

4” ( 良 基 性 ) Y6Ca(0 天 C 一 3yEOYrzEb (yx)). 

良 序 集 的 优点 之 一 ,是 它 的 前 段 容易 表示 .下 面 讨论 这 种 表示 . 

先 回忆 一 下 全 序 集 的 前 段 的 概念 .5b(<a) 是 全 序 集 a 的 前 段 , 指 每 当 a 
中 的 y<zE0 时 总 有 >yED. 

设 a 是 全 序 集 ,zEa. 记 

a=itEalt<zl， 
ax 就 是 a 的 一 个 前 段 (叫做 以 z 为 端点 的 前 段 ) .事实 上 ,每 当 ><tEar 时 
就 有 ><z, 故 总 有 yE az. 
问题 是 :是 否 全 序 集 a 的 每 个 真 前 段 都 能 表示 成 某 个 az;zEa? 
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思考 题 1 试 找 一 全 序 集 a, 使 a 的 某 个 前 段 不 能 表示 成 az= jiEalt<< 
zl(zEa) 这 种 形式 . 

对 于 良 序 集 , 上 述 问题 的 回答 是 肯定 的 . 

命题 1 设 b 是 良 序 集 a 的 真 前 段 (b 取 a), 则 存在 xzEa 使 

6=a=jirealt<zl. 

证 设 c=a-b( 取 0). 由 4a 的 良 基 性 知 c 有 最 小 元 . 记 c 的 最 小 元 为 x， 
下 证 = az. 

1. tiE6 时 ,上 <z( 否 则 zx 之 !, 从 而 zEb, 与 zEc 矛盾 ), 于 是 1€ ay; 

2. 1Ear 时 , 因 t<z, 故 tc( 否 则 与 zx 最 小 性 矛盾 ), 于 是 1:€6. 口 

形 为 ax 的 前 自由 a 中 所 有 小 于 x 的 元 素 构成 . 每 当 遇 见 az, 自然 有 
XEa, 且 xKas( 否 则 与 序 的 反 自 反 性 矛盾 ). 

练习 4 证 明 (a;),=a,. 

根据 练习 4, 前 段 的 前 段 仍 是 该 良 序 集 的 前 段 . 

前 段 在 同 构 之 下 保持 .具体 地 说 , 设 f:a 衬 b,x Ea, 且 a,b 都 是 良 序 集 . 
根据 三 的 保 序 性 ,将 f 限制 在 a, 上 便 得 ax 到 br(z) 的 保 序 双 射 : 

厂 | az:ar 福 br(n) 
练习 5 设 rCa2,(b,<) 是 良 序 结构 , 且 f:a 一 满足 
Vr,yEa(rry*f(r)</(y)). 

证 明 这 时 rr 具有 良 基 性 :a 的 任 一 非 空子 集 有 rr 极 小 元 . 


7.3 附 ” 良 序 指标 集 


数学 上 研究 集 族 时 ,为 了 便于 操作 , 常 给 族 中 每 个 集 赋 以 指标 . 设 集 族 A 
的 指标 集 为 1, 则 该 集 族 可 表示 成 
A= {lali€l}. 
上 面 的 1 可 以 是 任意 指标 集 .特殊 情形 , 当 集 族 是 可 数 族 时 ,指标 集 为 w. 
通常 把 集 族 的 并 与 交 写 成 : 
U faili€ I}= Uerai， 
N lai li € I} =/Niera:: 
在 关于 可 数 族 的 论证 中 , 若 所 涉及 到 的 只 与 w 的 良 序 性 有 关 , 那 么 这 种 
论 让 往往 可 推广 到 有 良 序 指标 集 的 集 族 .这 是 良 序 的 又 一 优点 . 正 因 如 此 , 通 
常 总 希望 集 族 的 指标 集 是 良 序 集 . 
一 个 重要 例子 是 , 当 指标 集 [是 良 序 集 时 , 集 族 A = ai|i€ 了 可 以 “不 
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交 化 ”, 意 思 是 :存在 集 族 B= 14;|i€E 了 满足 : 
1 Vi€lbCa;, 
2” Uie 应 =Uicsm ( 即 UB= UA), 
3” B 的 所 有 成 员 互 不 相交 . 
满足 上 述 三 个 条 件 的 集 族 B 叫做 集 族 A 的 “不 交 族 ”. 
命题 1( 集 族 不 交 化 ) 设 A=|aili€11,B=16;|iE1|, 其 中 指标 集 1 
是 良 序 集 , 且 
大 =ai 一 Ui<ai， 
那么 B 是 A 的 不 交 族 . 
证 关键 是 证 明 事实 
rEair dk<i(r € pt). (1) 
设 zEa, 则 1JET1lzeEwy 生 i 计 天 弛 .把 zx 所 属 的 w 的 最 小 下 标 ( 由 工 的 良 
序 性 知 其 存在 ) 记 作 &: 
k=minj€Ellzr€ aaj<<il, 
这 时 A<: 且 有 
zEeau- Uc (注意 人 的 最 小 性 ). 
此 即 xz€E bi.(1) 证 毕 . 
由 事实 (1) 即 知 
Uiem =Uiew;, 
Uj<a; = Uj<b. 
再 由 
b; = ai -Uj<a; = ai 一 Ui< 而 
知 j<i 时 ,b; 几 b= 儿 , 即 B 的 所 有 成 员 互 不 相交 ,这 说 明 B 是 A 的 不 交 族 . 
0 
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上 节 建 立 了 良 序 集 的 概念 . 良 序 集 , 就 是 其 任 一 非 空子 集 委 有 最 小 元 的 全 
序 集 ; 或 者 说 , 良 序 就 是 具有 良 基 性 的 全 序 . 

人 类 数学 在 进入 集 的 超 穷 世界 之 前 ,早已 有 了 用 有 限 认识 无 限 的 重要 武 
器 一 一 数学 归纳 法 ,这 一 方法 是 支撑 起 古典 分 析 大 厦 的 基石 . 集 论 中 的 良 序 ， 
正 与 超 穷 世 界 中 的 归纳 法 有 关 . 

第 一 章 里 我 们 由 Peano 公理 出 发 定义 了 N 上 的 加 法 ,又 用 加 法 引进 了 N 
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上 的 全 序 “< "(1.2 附 3 定义 3, 定 理 14,15,17) ,然后 证 明了 事实 (1.2 附 3 定 
理 19): 


自然 数 集 N 的 任 一 非 空子 集 必 有 最 小 数 . 
用 符号 写 出 来 是 : 
VLCON(L#AYG > ImELVYnEL(mSn)). 
这 一 性 质 就 是 良 基 性 , 它 使 N 或 为 良 序 集 .关于 N 的 强 归纳 法 (第 二 归纳 法 ) 
正 是 这 一 性 质 的 直接 推论 (1.2 附 3 定理 20). 

由 此 可 见 , 归纳 法 有 望 从 自然 数 集 N 很 自然 地 推广 到 一 般 的 良 序 集 .这 
一 点 可 以 说 是 良 序 集 的 最 重要 的 优点 . 

下 面 定理 中 的 p(z) 是 用 集 论语 言 写 出 的 含 自由 变 元 x 的 某 个 公式 , 简 
单 地 说 ,是 z 的 某 种 性 质 . 

定理 1 ( 超 限 归纳 法 ) 设 a 是 良 序 集 ,p(xz) 是 集 z 的 某 个 性 质 . 若 

VrEal(lVy< zp(y)— p(x)), (1) 
则 YrEap(r). 

b= |x € al1p(z) 不成立 |， 
要 证 b= 如 . 反 设 b 隆 如, 即 存在 rEa 使 P(z) 不 成 立 , 都 么 有 最 小 元 (这 是 
良 序 集 所 具有 的 良 基 性 ). 设 4 的 最 小 元 为 zo. 因 zxoE4, 故 p(xro) 不 成 立 .但 
又 因 zo 是 最 小 的 , 比 ze 小 的 任 一 y 都 使 p(y) 成 立 , 即 
Vy < rop(y), 

这 时 由 已 知 条件 (1) ,p(xo) 又 必须 成 立 , 矛 盾 . 0 

超 限 归纳 法 用 来 证 明 形 为 yx Ea p(xz) 的 全 称 命题 ,其 中 a 是 良 序 集 . 
通常 的 数学 归纳 法 是 它 的 特殊 情形 :a = N. 一 般 情形 下 ,a 可 以 是 N 的 任 一 子 
集 ,也 可 以 是 别 的 良 序 集 ; 可 以 是 有 限 集 ,也 可 以 是 无 限 集 ;可 以 是 可 数 集 , 也 
可 以 是 不 可 数 集 . 

用 超 限 归纳 法 证 明 命题 YzEa p(xz), 步 骤 与 通常 的 归纳 法 相同 . 任 取 
zEa, 先 作 归纳 假设 :y<z 时 户 (y) 都 成 立 , 然 后 证 明 p(z) 也 成 立 .在 这 之 
前 ,第 一 步 , 先 要 对 a 的 最 小 元 zxo 直接 验证 p( ro) 成 立 ,这 是 因为 对 最 小 元 没 
有 归纳 条 件 可 用 . 

例 1 和 良 序 集 之 间 同 构 的 惟一 性 . 

设 a,b 是 良 序 集 ,f 与 g 都 是 a 到 5b 的 同 构 , 且 a ,2 天 好 (否则 同 构 是 
多 ) ,下 面 用 超 限 归纳 法 证 明 f=g, 即 Y z€a (f(x)=g(z)). 

第 一 步 , 设 ro 是 a 的 最 小 元 , 易 见 f(x0)= g(xzo). 这 是 因为 了 与 g 都 是 
保 序 双 射 , f(zo) 与 g(zo) 都 是 的 最 小 元 . 
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作 归 纳 假设 : 当 z<z 时 有 f(t)=g(zt). 要 证 f(z)=g(z). 反 设 f(z)< 
g(xz), 由 g 的 满 射 性 ,可 设 1Ea 使 g(1)=f(z)(<g(z)). 由 & 的 保 序 性 知 
+<z. 再 由 归纳 假设 得 /(:)= g(t). 这 与 g(t)= f(z) 及 f 的 保 序 性 矛盾 . 

也 可 用 另 一 种 方式 写 出 例 1 中 同 构 的 惟一 性 的 证 明 . 为 证 YxEa(f(zx) 
=g(z)), 作 

c=|zr€alf(z)#g(z)}, 
要 证 的 是 c= 名 . (用 反 证 法 及 用 a 的 良 序 性 ,读者 可 试 证 . ) 

如 果 把 例 1 中 的 良 序 集 改 为 一 般 全 序 集 ,那么 它们 之 间 的 同 构 不 一 定 惟 
一 : (参见 87.2 思 考题 3.) 

在 下 面 建立 良 序 集 基 本 定理 的 过 程 中 ( 引 理 1 的 证 明 中 ) 要 使 用 超 限 归纳 
法 .这 个 基本 定理 指出 了 良 序 集 的 另 一 重要 优点 :相互 间 总 可 以 比 长 短 . 

为 证 明 良 序 集 之 间 总 可 以 比 长 短 , 先 让 我 们 从 直观 上 作 简 要 分 析 . 

首先 , 空 集 是 最 短 的 良 序 集 . 

现 设 a 与 4 是 任意 两 个 非 空 的 良 序 集 , 且 设 zo, yo 分 别 是 它们 的 最 小 
元 .我 们 让 zo 与 yo 对 应 .再 设 z1, yi 分 别 是 a 一 1zo} 与 5 一 | yo 的 最 小 元 
(假设 a - |xol 与 5 一 1yol 和 皆 非 空 ,否则 已 有 长 短 之 分 ), 并 让 zl 与 yt 对 应 . 
这 时 有 (注意 av 表示 以 z 为 端点 的 前 段 ): 

an = GS = by,, 
ar = jzol S jyol = bw 
再 设 zz,ya 分 别 是 a 一 {zo,z1| 与 5 一 {yo,yil( 二 者 党 非 空 时 ) 的 最 小 元 ,并 
让 zz 与 y 对 应 .这 时 有 
Wa {zo,zi SS fyo,yt| = am 
依次 做 下 去 ,必然 出 现 以 下 三 种 情形 中 的 一 种 ( 良 序 集 基本 定理 的 结论 ). 
1” a 与 6 的 元 素 同 时 取 尽 ,a 与 6 一 样 长 : 
a 宇 6. 
2” a 的 元 素 已 取 尽 而 b 仍 有 多 余 元 素 ,这 时 a 比 b 短 : 
a 守 b,,y€b. 
3” a 有 多 余 元 素 而 b 的 元 素 已 被 取 尽 ,这 时 a 比 5 长 : 
b=a,TrE€Ea. 
上 面 直观 上 已 经 清楚 的 事情 ,要 把 证 明 写 出 来 却 并 不 轻松 .但 直观 上 清楚 并 不 
等 于 数学 上 可 靠 . 下面 我 们 来 建立 良 序 集 基本 定理 . 
引 理 1 设 a 是 良 序 集 . 若 映射 f:a~~a 是 保 序 的 , 即 
x1< zz 一 (zi < f(z2), 


S$7.4 超 限 归纳 法 人 13， 


则 对 任意 zxEa 有 zx 三 f(x). 
证 ”使 用 超 限 归纳 法 证 明 YzEa(zsF(z)). 
设 a 的 最 小 元 为 zo,z0o 夺 f(x0) 显 然 成 立 . 
作 归 纳 假设 : 当 y<xz 时 有 y<f(y). 下 证 zf(z). 反 设 


f(r)<z. (2) 
由 (2) 及 归纳 假设 ( 令 y= f(z)) 得 
f(z) < f(f(x)). (3) 
又 由 (2) 及 f 的 保 序 性 得 
ff(7z)) < f(zr). (4) 
(3) 与 (4) 矛 盾 . 0 
思考 题 1 把 引 理 1 中 的 “a 是 良 序 集 " 改 为 “a 是 全 序 集 ", 引 理 1 的 结论 
是 否 仍然 成 立 ? 


由 引 理 1 立即 可 得 良 序 集 的 又 一 重要 性 质 : 

引 理 2 和 良 序 集 和 它 的 任 一 真 前 段 不 同 构 . 

证 设 a 是 良 序 集 . 任 取 a 的 真 前 段 (注意 $7.3 命题 1)a,: 

ar=lrtEealtr<xzzEca. 

反 设 a 实 a; ,并 设 f 是 a 到 a, 的 保 序 双 射 . 因 zEa, 故 F(z)Eazr. 由 axr 的 定 
义 ,F(z)< zi 但 由 引 理 1 知 zx 和 F(z), 矛 盾 . 口 

思考 题 2 把 引 理 2 中 的 “ 良 序 集 " 改 为 “全 序 集 ”, 结 论 是 否 成 立 ? 

引 理 3 设 a,b 为 良 序 集 .以 下 三 种 情形 至 多 出 现 一 种 : 

1” a 宇 6, 

党 yyEpb， 

3” bar,rEa. 

证 由 引 理 2 立即 知 1 与 2 ,1 与 3' 不 会 同时 成 立 . 

现 假设 2 与 3" 同 时 成 立 . 由 2", 设 /:a 实 b,,y€Eb; 由 3", 有 b 实 a,， 
E32 
这 时 有 


ar 宇 (by)h(z) = br(z) (参见 $57.3 练习 4)， 
由 此 及 3" 即 得 6 兰 brtz), 与 引 理 2 矛盾 . 0 
定理 2( 良 序 集 基本 定理 ) ”对 任意 良 序 集 a 与 5, 有 
abV 3y€Eb (ab)V 3zEa( 兰 ar). 
证 作 4a 到 4b 的 关系 f: 
f= 1!(r,y) EaxblaSb,}. 
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记 
d= Dom(f)(Ca), r= Ran(f)(C6), 
于 是 (z,y)€Ef 意 味 着 z€d,y€Er 且 a; 
我 们 有 以 下 事实 . 
1. 了 是 d 到 7 的 映射 : 
VrE€Edijly€r(z,y) Ef. 
理由 是 : 因 a 与 7 分 别 是 f 的 定义 域 与 值 域 , 故 对 任意 xEd 第 有 yEr 
使 (z,y)€f; 且 y 是 惟一 的 ,因为 
(z,y) ESA (zy) EE fab 人 az 全 加 
/ie 
上 面 最 后 一 步 的 理由 是 : 若 < y2(y2< yi 时 类 似 ), 则 有 
妃 宕 bo = (by,),， (注意 $7.3 练 习 4)， 
这 与 引 理 2 矛盾 . 
2. /是 d 到 7 的 双 射 : 
Vy€ErI3lr€d (rz,y)€Ef. 
理由 与 事实 1 相同 (7 与 d 间 有 对 称 性 ). 
3. 是 保 序 的 .事实 上 , 设 d 中 zi< za, 则 -~ 中 对 应 有 y1<y2( 即 F(zi) 
f(z2)). 这 是 因为 : 单 射 性 使 y1 隆 y2, 但 若 y,< y1, 则 有 


= (qs,)z,， 


bw as, 
az, by, = (by )y,» 

上 面 二 式 与 引 理 3 矛盾 . 

以 上 三 个 事实 说 明 f 是 d 到 的 同 构 , 即 有 f:d 三 7. 

下 证 d=a 与 +=b 这 二 者 必 居 其 一 . 反 设 d 关 a 且 r 关 b. 

d 关 a, 则 a 一 d 有 最 小 元 , 记 为 xz0. 我 们 来 证 明 d = an,: 先 设 zxE a ,这 
时 zr<zxzo 且 zxEd, 因 xo 在 a-d 中 是 最 小 的 .再 设 TEd, 则 z 隆 zo( 因 
xzoEa- d). 这 时 要 证 x<xo, 从 而 TE a. 事实 上 , 若 设 >xo, 则 因 xzEd， 
故 由 d 与 /的 定义 知 ,存在 y€Eb 及 同 构 g:a, 实 by; 这 时 有 

aa bes)» 

此 式 说 明 (zo,g(zo))E ,从 而 zoEd, 与 zoEa 一 dt 矛盾 . 

由 d 与 7 的 对 称 性 知 ,rb 时 有 =, 其 中 yo 是 5 一 r 的 最 小 元 . 

至 此 知 : 当 d 取 a 且 r 隆 5b 时 有 


a = d 宇 r = bo， 


和 7.5 关于 结构 (w,E ) 的 练习 NG * 


此 式 导 致 (x0,yo)€Ef 及 roEd, 这 与 To€Ea 一 d 艺 盾 . 
既然 d=a 或 x=65 成 立 ,那么 下 面 三 种 情形 必 居 其 一 : 
1 a=dAb=r, 此 时 a 空 b. 
2” a=d 人 Ab 关 r, 此 时 a 实 r=b, ,yo 是 br 的 最 小 元 . 
3” a 关 d b=r, 此 时 5b 守 d 一 ar,,zo 是 a 一 d 的 最 小 元 . 所 
推论 1 若 a,b 是 良 序 集 , 则 有 
a<bVb<a. 


$7.5 关于 结构 (w,E 的 练习 


从 自然 数 走向 超 限 数 ,遇见 的 头 一 个 关节 点 是 w.w 作为 自然 数 集 这 个 抽 
象 数学 概念 在 集 论 中 的 具体 化 ,是 个 最 小 的 超 限 数 . 本 节 的 练习 帮助 我 们 深入 
认识 w 的 具体 的 集 论 构造 .将 这 种 认识 加 以 推广 ,人 们 最 终 形成 了 精巧 的 一 
般 序数 概念 . 

在 做 练习 之 前 ,让 我 们 回忆 一 些 有 关 概 念 . 

无 限 公理 (ZF6) 断 言 归纳 集 存在 . 集 * 是 归纳 集 , 指 * 满足 : 

1 CE， 

2 Vr€Es(r Es), 
其 中 z=zuUlzl 是 的 后 继 - 

集 w 的 定义 : 

w= |zx Es |x € 每 个 归纳 集 | , 
其 中 s 是 某 个 归纳 集 .w 也 是 归纳 集 , 且 是 最 小 的 归纳 集 (3.6.1 命题 1) .车 令 
0= 多 , 则 w 满足 Peano 公理 (3.6.1 定理 1) , 故 w 被 称 作 自然 数 集 , 具 有 我 们 
熟知 的 自然 数 集 的 性 质 ,例如 我 们 在 第 一 章 中 建立 的 自然 数 加 法 、 乘 法 及 序 
(< ) 的 通常 性 质 ( 见 1.2 附 3), 那 里 的 序 (< ) 是 用 加 法 定义 的 (1.2 附 3 定义 
3) .于 是 自然 数 都 有 了 集 的 定义 : 
0= 2,1= {481 = 102 = 12 = 10,11,…. 

我 们 看 到 ,由 空 集 多 出 发 反复 取 后 继 , 便 可 得 到 所 有 自然 数 ,每 个 自然 数 都 是 
由 较 小 的 自然 数组 成 的 .这 里 说 较 小 ,是 用 E 比 大 小 :mEn 时 说 m 比 n 小 . 

集 a 是 可 递 集 , 指 a 的 所 有 元 素 的 元 素 仍 皆 是 a 的 元 素 : 

Yr€EaVy€E rl(y€ a),BUaCa-. 


练习 1 设 a 是 可 递 集 , 则 (填空 ) : 
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VzEarz_ a)， 
VzEa(rz _ 9(a)), 
Wa). 
每 个 自然 数 都 是 可 递 集 (3.6.1 命题 3). 
若 集 z+ 具有 性 质 z 多 z, 则 说 xz 具有 E - 反 自 反 性 .每 个 自然 数 都 具有 E-_ 


反 自 反 性 (3.6.1 命题 4). 


律 ). 


练习 2 Vk,m,nEw(kEmA 人 mEn 一 kn), 这 是 因为 
.至 此 可 以 说 (w,E ) 是 个 结构 . 

练习 3 设 nEw, 试 证 :n=0V0En.( 这 说 明 0 是 的 E- 最 小 元 .) 

练习 4 设 nn,mEw, 试 证 :nEm 一 (n=mVn Em). 

练习 5 设 n,mEw, 试 证 :mEmVn=mVmEn( 此 为 山 的 E_ 三 分 


练习 6 (填空 ) 练 习 2 后 面部 分 与 练习 5 说明 (w,E) 是 结构. 

练习 7 设 nEw, 证 明 mEn 一 mEw.( 这 说 明 w 是 可 递 集 ). 

练习 8 设 nEw, 证 明 (m,E ) 是 全 序 结构 . 

练习 9 设 nEw,bCn 且 6 天 杂 . 证 明 :6 有 E _ 最 小 元 , 即 
3mEbVhkELb(m= kV mER). 

练习 10 (填空 ) 设 nEw. 练 习 8 与 练习 9 说 明 《n,E) 是 结构 . 

练习 11 设 nEaCw, 且 nn 站 a= 名 ,证 明 n 是 a 的 E_ 最 小 元 . 

练习 12 设 nEaCw, 且 n 人 a 关 B. 试 证 : 

(1)n 站 a 有 E€- 最 小 元 . 

(2) 设 na 的 E_ 最 小 元 为 m, 则 m 也 是 a 的 E_ 最 小 元 . 

练习 13 设 aCw, 试 证 : 若 ae 天 厅 , 则 a 有 E 最 小 元 . 

练习 14 (填空 ) 练 习 6 与 练习 13 说 明 (w,E) 是 结构 . 

练习 15 第 一 章 中 的 1.2 附 3 定理 14,15,17,19 说 明 (w,<) 也 是 良 序 


结构 (“< "是 用 加 法 定义 的 ). 证明 : 


Ymn€EwmEnmm<n). 


第 八 章 序 数 


在 对 超 穷 世界 进行 艰苦 探索 的 过 程 中 ,人 们 建立 起 精巧 的 序数 理论 . 集 论 
中 的 序数 是 自然 数 概念 的 推广 . 这 种 推广 是 研究 超 穷 对 象 的 需要 ,是 在 超 穷 世 
界 中 建立 秩序 的 需要 ; 当 自 然 数 概念 在 集 论 里 得 到 具体 化 之 后 (参见 3.6.1)， 
这 种 推广 是 人 们 要 采取 的 必然 步骤 . 序数 对 人 们 认识 超 穷 世 界 所 起 的 作用 , 狂 
如 自然 数 在 经 典 数学 中 所 起 的 作用 . 

随 着 序数 理论 的 建立 ,ZF 公理 系统 也 得 到 完善 .本 章 在 介绍 序数 理论 的 
过 程 中 也 将 介绍 ZF 系统 最 后 的 公理 :替换 公理 与 正则 公理 . 


$8.1 序数 的 概念 及 一 般 性 质 


直观 上 ,序数 是 表示 次 序 的 数 ,可 用 于 事物 的 区 分 .排队 \ 编 号 .作为 集 论 
中 的 概念 ,什么 样 的 集 具 有 这 种 表示 次 序 的 功能 ? 从 对 结构 (w,E ) 的 研究 
(7.5) 得 到 启发 ,我 们 可 把 序数 规定 为 一 种 特殊 的 良 序 集 ; 当然 ,要 使 自然 数 
是 序数 的 特例 . 

定义 1( 序 数 (ordinal)) ”E€- 良 序 的 可 递 集 叫做 序数 .或 者 说 ,具有 以 下 性 
质 的 集 a 叫做 序数 : 

1”(E- 反 自 反 性 ) YzEa(zgezr). 

2”【(E- 可 递 性 )YV x,y,zEa(Xz€EyNyEz rE€Ez). 

3” (6E_- 三 分 律 )YVz,yEau(zEyVz=yVyEz). 

4” (6E- 良 基 性 )c 的 任意 非 空子 集 有 E-_ 极 小 元 . 

5” a 自己 是 可 递 集 , 即 

YENEEY SEE 
对 序数 a 考虑 定义 1 的 性 质 3", 便 知性 质 4" 中 的 E- 极 小 元 就 是 E- 最 小 


元 . 

下 面 不 作 说 明 时 ,a ,8,y,… 自 动 表示 序数 . 

0(= 名 ) 是 最 简单 的 序数 . 因 每 个 自然 数 都 是 可 递 集 (3.6.1 命题 3), 且 又 
都 是 E _ 良 序 集 ($7.5 练习 10), 故 每 个 自然 数 都 是 序数 .$7.5 练习 7 与 练 
习 14 说 明 自 然 数 集 w 也 是 个 序数 . w 是 我 们 见 到 的 第 一 个 超 穷 序数 . 

思考 题 1 除了 自然 数 及 ,是 否 还 有 其 他 序数 ?了 
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集 a=10,1,3| 是 E- 良 序 集 ,但 不 是 可 递 集 (3Ea,2E3, 但 2Ka), 所 以 a 
不 是 序数 . 
集 5b=10,1,1111 是 可 递 集 ,但 不 是 E-_ 良 序 集 (不 满足 定义 1 中 性 质 2 与 
3", 例 如 0E1E 111, 但 0&111), 所 以 5 也 不 是 序数 . 
我 们 把 “a 是 序数 "这 句 话 简写 成 “a€ On". 直观 意 思 是 用 On 表示 由 所 有 
序数 构成 的 对 象 : 
On= {z|1z 是 序数 | . 
现在 尚 不 知 On 是 否 是 集 . 我 们 把 On 叫做 序数 宇宙 . 
设 < 天 0.a 既是 E- 良 序 集 , 必 有 E- 最 小 元 , 那 就 是 0. 
命题 1 az0 一 0E€a. 
证 设 a( 取 0) 的 E- 最 小 元 是 a0. 可 以 断言 ao=0. 事 实 上 , 若 ao 了 0, 则 存 
在 :Eao( 因 0= 2). 因 a 是 可 递 集 , 故 1€E a, 这 与 wo 的 E- 最 小 性 矛盾 . 0 
命题 1 的 意思 是 : 0 是 任何 非 0 序数 的 成 员 . 换 句 话 说 , 若 用 “E" 比 大 
小 , 即 当 zEy 时 说 “z 比 y 小 ”, 则 0 比 任何 其 他 序数 都 小 : 
练习 1 设 a-101 关 0, 求 a 一 10| 的 E_ 最 小 元 . 
继续 研究 序数 的 结构 ,要 问 :序数 由 什么 构成 ? 回答 是 “aCOn”. 
命题 2 序数 的 元 素 也 是 序数 : 
zEa 一 区 EOn. 
证 因 a 是 可 递 集 , 故 有 
ZEa 一 ICa. 
这 说 明 当 rEa 时 ,xz 作为 E- 良 序 集 a 的 子 集 也 是 E- 良 序 集 . 下 证 当 zEa 
时 zx 也 是 可 递 集 ,从 而 xEOn. 事 实 上 , 设 xEy 且 yEz, 这 时 yEa( 因 “ 是 
可 递 集 且 zEa) ,进而 zxEa( 同 样 因 a 是 可 递 集 ); 再 由 a 的 E- 可 递 性 (定义 
1 中 的 序数 性 质 2") 知 >xEz. 0 
$7.5 中 我 们 看 到 每 个 自然 数 都 由 较 小 的 自然 数组 成 . 现在 知道 ,每 个 序 
数 都 由 较 小 的 序数 组 成 : 
a=|zEalzconl， 
这 表现 了 序数 概念 的 精巧 .不 仅 如 此 ,还 可 从 序数 的 前 段 进一步 看 出 序数 概念 
的 精巧 :序数 的 前 段 与 其 端点 同一 . 
命题 3 序数 的 前 段 就 是 该 前 段 的 端点 : 
ZTEa 一 ar= 工 . 
证 设 zEa'a 以 z 为 端点 的 前 段 (以 E 为 序 ) 是 
a=itcaltEzl. 


$8.1 序数 的 概念 及 一 般 性 质 “0s 


ar= 工 ,是 因为 我 们 有 

tiEare* tiEaAtEIIetEI. 
上 式 最 后 一 步 的 一 个 方向 是 显然 的 , 另 一 个 方向 是 因为 z-E a 且 a 是 可 递 集 ， 
故 由 1Ex 得 :€a. 口 

下 面 观察 序数 之 间 的 关系 ,从 中 又 可 以 发 现 序数 概念 的 精巧 . 例如 ,序数 
间 的 同 构 与 相等 是 同一 的 . 

序数 间 的 同 构 , 是 E_ 良 序 集 间 的 同 构 .a 与 8 同 构 (c 宕 B) ,是 指 存在 保 序 
双 射 f:a 一 B; 这 里 说 f 保 序 ,是 指 

Vr,yEa(r€y + f(T)EfY)). 

命题 4 cc 全 8 一 ac= 有 . 

证 设 f:a 衬 B. 先 证 明 YzEa(f/(z)=z). 这 是 个 全 称 命题 . 因 a 是 E- 
良 序 集 , 故 可 用 超 限 归纳 法 (对 z 归纳 ). 

工 =0 时, 因 0 是 最 小 元 ,由 f 的 保 序 性 知 /(0) 是 8 中 的 最 小 元 , 故 f(0) 
=0. 

假设 zcEz 时 ,F(t)=z. 下 证 F(z)= 工 . 

先 设 zxEz, 由 了 的 保 序 性 知 F(z)E f(z), 用 归纳 假设 得 :€ f(z). 

再 设 1€E f(z). 在 B 中 ,/(z)= Brz)( 由 命题 3, 端点 与 前 段 同一 ), 故 
1€B.f 是 满 射 ,可 设 t 在 f 之 下 的 原 像 是 (Ea):t=f(u). 于 是 f/(u) 
Ef(z). 再 用 /的 保 序 性 得 w€x. 最 后 用 归纳 假设 w=f(u)(=:), 得 1€ 
Rs 

既然 VzEu(z)=z, 说 明 cCpB; 对 称 有 BCa, 于 是 a= Bp. 0 

由 命题 4 立即 得 到 序数 间 的 可 比 性 . 

命题 5 a€EBV a=BV BEa. 

证 既然 序数 都 是 E_ 和 良 序 集 ,由 良 序 集 基 本 定理 ($7.4 定理 2) 便 知 关 
于 a 与 8 之 间 同 构 关系 的 三 种 情形 三 者 必 居 其 一 : 

apP(yEB) V aSB V BSa(r€E a). 
用 命题 3 得 
a 兰 y(yEpB) V ca 人 8 V pz(zEa). 
再 用 命题 4 得 
a=yEpBV au=pBVp=zEau. 0 

易 知 a€B,a=B,BE a 这 三 种 形 至 多 出 现 一 种 ,否则 立即 与 E- 反 自 性 
矛盾 . 

基于 序数 及 序数 间 关 系 的 以 上 基本 性 质 ,我 们 便 可 开始 从 整体 上 来 观察 
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序数 宇宙 On. 下 面 的 定理 是 本 节 的 主要 结果 . 
定理 1 若 集 a 由 序数 组 成 ( 即 aCOn), 则 a 是 E- 良 序 集 . 
证 1” E€_ 反 自 反 性 : 任 一 a€4a, 都 有 aKa. 反 设 a€a, 由 序数 定义 ( 定 
义 1) 中 的 性 质 工 得 “和 uc ,矛盾 . 
2” 《_ 可 递 性 : 设 wx,8,yEa, 则 有 
aEpABEYy -= aEy， 
这 是 因为 序数 y 是 可 递 集 . 
3” E€- 三 分 律 :任意 a,BEa, 有 aE€BVa= BV BEa(l 由 命题 5). 
4” EE- 良 基 性 :a 的 任意 非 空子 集 有 E 最 小 元 .( 证 明 留 作 练习 . ) 0 
练习 2 证 明 ; 由 序数 组 成 的 集 a 具有 E 良 基 性 , 即 a 的 任 一 非 空子 集 必 
有 EE- 极 小 元 . (结合 EE 三 分 律 ,a 的 E_ 极 小 元 就 是 a 的 E- 最 小 元 .) 
现在 让 我 们 来 观察 由 所 有 序数 组 成 的 序数 宇宙 On: 
On= {z1z 是 序数 | . 
假设 On 是 集 . 因 On 的 成 员 都 是 序数 ,由 定理 1,On 是 E- 良 序 集 ; 根 据 命题 
2,On 还 是 可 递 集 : 
ZEauEcon 一 zEOn. 
这 就 得 出 结论 一 一 On 也 是 序数 :OnE On! 但 On 作为 序数 On 的 成 员 , 应 具 
有 定义 1 中 的 性 质 1":Ong&On(E- 反 自 反 性 ) ,矛盾 .这 就 是 有 名 的 Burali- 
Forti 悖 论 . 它 出 现 的 根源 在 于 假定 On 是 集 . 公理 集 论 中 ,人 们 更 小 心 的 对 待 
集 这 个 概念 ,不 把 On 这 个 对 象 当 作 和 集 .成 为 集 ,On“ 过 大 ”了 .人 们 把 On 这 种 
对 象 视 为 一 种 类 ( 真 类 ). 


$8.2 后 继 序 数 与 极限 序数 


我 们 知道 对 于 自然 数 ,m En 与 m 达 n(“<” 用 加 法 定义 ) 这 二 者 是 统一 

的 (7.5 练习 15): 
mEnr m<n. 

根据 $8.1 定理 1, 由 序数 组 成 的 集 是 E_ 良 序 集 .考虑 这 些 ,我 们 常 将 一 般 序 
数 间 的 关系 式 zxE y 写成 x-<y. 往 后 在 具体 场合 ,rE y 与 T<y 这 同一 关系 
的 两 种 写法 视 方便 使 用 其 中 任 一 种 . 

练习 1 证 明 a<<pB* xCp. 

仍 用 a 表示 集 a 的 后 继 :a =a U1ai. 下 面 的 命题 1 与 命题 2 事实 上 都 
是 $8.1 定理 1 的 推论 . 


8.2 后继 序数 与 极限 序数 1 


命题 1 序数 a 的 后 继 “ 也 是 序数 . 
证 a 的 元 素 都 是 序数 ,因为 a 只 比 a 多 了 一 个 a 自己 .由 $8.1 定理 1 
知 a 是 E_ 良 序 集 .还 要 证 明 a 是 可 递 集 . 设 T€Ey€Ea (=aU lal). 为 证 
XEa’, 分 两 种 情形 : 
y=a 时 ,自然 有 zxzEa(Ca’), 故 IEa'; 
yEa 时 , 因 a 是 可 递 集 , 也 有 xzEa(Ca’),rE€a’. 口 
形 为 a’ 的 序数 叫做 (a 的 ) 后 继 序数 .每 个 非 0 自然 数 都 是 后 继 序数 ,但 w 
不 是 ( 见 练习 4). 由 w 出 发 反复 使 用 后 继 运 算 便 得 到 一 串 以 前 我 们 没有 见 过 
的 新 的 后 继 序数 : 
四 
练习 2 证 明 不 存在 有 使 <EBEau-. 
练习 3 证 明 a<B 一 a <p. 
练习 4 证 明 w 不 是 后 继 序 数 . 
在 序数 宇宙 中 ,除了 0 与 w, 剩 下 的 是 否 全 都 是 后 继 序数 ? 现 尚 不 清楚 . 
下 面 先 来 建立 一 个 形成 序数 的 新 方法 . 
命题 2 若 集 a 的 元 素 都 是 序数 , 则 Ua 也 是 序数 , 且 是 a 的 最 小 上 界 . 
证 因 序数 的 元 素 也 是 序数 (5 8.1 命题 2), 故 Ua 的 元 素 都 是 序数 ,从 
而 可 以 对 Ua 用 $8.1 定 理 1, 知 Ua 是 E- 良 序 集 . Ua 是 序数 ,因为 下 面 的 
推理 说 明 Ua 还 是 可 递 集 : 
XEyEUar” da€ a(r € y€ a) (¥ 集 性 质 ) 
> 3a€a(r€a) (a 是 可 递 集 ) 
一 EUa. 
Ua 是 a 的 上 界 , 来 自 并 集 的 性 质 : 
aEa 一 aCuUa 即 c 委 Ua( 见 练习 1). 
最 后 设 B< Ua , 即 BE Ua ,于 是 有 
3cEa(pEac 即 B<a)， 
这 说 明 8 不 是 a 的 上 界 , 从 而 说 明 Ua 是 a 的 最 小 的 上 界 . 0 
练习 5 填空 : 
U2=_ ,Ui!3,51=_ ,U1{4,7,81=_ ,U10=_  ; 
n2=_ ,ni35li=_ ,nil4,7,81=_ ,N10=__. 
练习 6 设 ci<az<…an，, 则 
Ulaaz antl= ，nieoaz anl=- . 
练习 7 填空 并 证 明 :Ua =_ 
练习 8 填空 并 证 明 :Ulia'lcEcpl=_  . 
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练习 9 设 集 a 的 元 素 都 是 序数 .证 明 : 门 a 是 序数 , 且 是 a 的 最 小 元 . 

练习 10 证 明 Uw=w. 

我 们 看 见 序数 之 中 ,除了 0 与 后 继 序 数 , 还 有 一 种 是 既 非 零 又 非 后 继 的 序 
数 .我 们 把 这 第 三 种 序数 ( 非 后 继 的 非 零 序数 ) 叫 做 极限 序数 . w 就 是 一 个 极限 
序数 ( 见 练习 4) ,而 且 是 最 小 的 极限 序数 ,这 是 因为 比 w 小 的 序数 都 是 的 元 
素 , 即 自然 数 ,它们 不 是 0 便 是 后 继 序数 . 

在 认识 新 的 极限 序数 之 前 , 先 考察 一 下 极限 序数 的 一 般 特 征 . 

命题 3 a 是 极限 序数 充 要 条 件 : 

pEa— PEa,a#0. 

(这 说 明 极限 序数 一 定 是 归纳 集 . ) 

证 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ,因为 后 继 序数 不 会 满足 该 条 件 . 设 a 是 极 
限 序数 且 BE a. 为 证 PE ,只 用 注意 :天 Bf ,否则 a 是 后 继 序数 ;c 包 8 ,否则 
aEp8 或 w= 有 ,而 这 二 者 皆 与 BE a 矛盾 . 0 

命题 3 也 说 明 极 限 序数 没有 最 大 元 . (后 继 序数 8 有 最 大 元 , 那 就 是 B. ) 
下 一 命题 指出 了 极限 序数 的 另 一 特征 :极限 序数 是 它 自 己 的 最 小 上 界 .( 由 命 
题 2,a 的 最 小 上 界 是 Ua.) 

命题 4 a 是 极限 序数 = a = Uu(a 天 0). 

证 (一 ) 设 a 是 极限 序数 ,下 证 a = Ua. 因 a 是 可 递 集 , 故 自然 有 UaCa. 
为 证 aCUa, 设 zEa. 这 时 由 命题 3 知 (rE )x Ea, 于 是 z+€ Ua. 

(一 ) 设 a= Ua, 但 (天 0) 不 是 极限 序数 :a= .此 时 注意 Up = 8( 参 见 
练习 7) , 便 得 

a=Ua=UPp=pEP =a, 

这 与 E- 反 自 反 性 矛盾 . 0 

与 极限 序数 不 同 ,后 继 序数 8 的 最 小 上 界 (U Bp ) 不 是 B" 自 己 ,而 是 自己 
的 最 大 元 :UB = BP( 练 习 7). 

思考 题 1 尝试 寻找 不 同 于 w 的 极限 序数 . 


$8.3 替换 公理 


前 面 介绍 的 ZF 公理 (ZF1 一 ZF6) 大 体 上 是 Zermelo 于 1908 年 提出 的 . 
Fraenkel 与 Skolem 分 别 于 1922 年 与 1923 年 提出 了 替换 公理 ,该 公理 使 序数 
理论 更 加 完善 ,并 使 之 成 功 地 应 用 于 认识 超 穷 世界 . 

除了 自然 数 这 样 的 有 限 序数 ,我 们 还 认识 了 序数 宇宙 On 中 的 一 些 超 穷 
序数 : 


$8.3 符 换 公理 fs 


四 wo Ce (1) 
现在 我 们 来 尝试 寻找 新 的 更 大 的 序数 .很 自然 的 想法 是 将 上 面 (1) 中 的 一 行 序 
数 并 在 一 起 : 
Ulfo®W InEwl=wUw Uw UU (2) 
按 $8.2 命题 2, 我 们 似乎 得 到 了 更 大 的 序数 ( 即 上 面 (2) 中 的 并 ) .问题 是 :(1) 
中 的 序数 序列 是 否 形成 一 个 集 ? 直观 上 看 似乎 是 集 ,因为 (1) 中 序数 全 体 与 自 
然 数 集 之 间 存 在 一 一 对 应 ,二 者 规模 相同 ,但 所 有 现 有 的 ZF 公理 都 不 能 用 于 
说 明 前 者 是 个 集 . 下 面 我 们 将 看 到 ,类 似 的 情形 在 更 重要 的 场合 不 止 一 次 出 
现 . 
按 已 往 经 验 ,为 防止 悖 论 ,必须 对 集 的 规模 有 所 限制 ,不 能 让 集 “ 过 大 ”. 但 
类 似 于 (1) 中 序列 这 样 “不 太 大 "的 对 象 , 它们 作为 另外 的 集 的 “影像 ”, 应 该 被 
承认 是 集 .这 就 需要 作出 新 的 规定 .例如 ,规定 : 
能 与 一 已 知 集 建立 一 一 对 应 的 对 象 也 是 集 . 
更 放松 一 点 ,可 以 规定 : 
已 知 集 上 “可 定义 函数 "的 值 域 也 是 集 . 
更 准确 地 说 出 上 面 的 话 , 便 是 人 们 采用 的 新 的 公理 : 
ZF7( 替 换 公 理 (Axiom of Replacement)) 设 集 a 和 公式 p(z,y) 满 足 单 
值 性 条 件 
Vr€Ea3! yp(z,y)， (3) 
则 下 面 的 对 象 也 是 集 : 
ty|13zEaep(z,y)|. (4) 
应 用 ZF7, 单 值 性 条 件 (3) 是 前 提 . 若 (3) 成 立 , 即 集 a 的 每 个 成 员 z 都 能 
通过 使 公式 p(z,y) 成 立 的 方式 找到 惟一 的 集 y 作为 z 的 “替身 ”, 则 这 些 “ 替 
身 " 构 成 一 个 集 ( 见 (4)). 
有 了 ZF7, 便 知 序数 序列 (1) 形 成 集 ,这 是 因为 每 个 自然 数 对 应 于 该 序列 
中 惟一 的 一 项 ,于 是 这 些 项 构成 集 . 这样 一 来 ,用 并 集 公 理 便 得 到 一 个 新 的 序 
数 , 即 (2) 中 的 并 集 . 按 $8.2 命题 2, 该 序数 是 序数 序列 (1) 的 最 小 上 界 . 易 知 
该 序数 没有 最 大 元 , 故 它 是 极限 序数 . 
练习 1 设 a 是 集 .证 明 |9(z)|zEal 是 集 . 
下 面 建立 的 定理 1 是 将 序数 理论 应 用 于 超 穷 世界 的 重要 一 步 ,是 超 穷 论 
法 的 一 个 基础 性 结论 .注意 定理 1 的 证 明 要 用 到 替换 公理 . 
定理 1( 序 型 定理 ) 每 个 良 序 集 都 有 与 之 同 构 的 惟一 序数 : 
a 是 良 序 集 一 31 a(a 室 a) 
证 惟一 性 较 简单 ,因为 序数 间 的 同 构 与 相等 是 同一 的 ( $ 8.1 命题 4). 
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车 同时 有 ,8 使 < 兰 < 且 ao 人 8, 则 有 a 实 B,a= 有. 

注 在 证 明 a 的 存在 性 之 前 , 先 直观 上 作 一 分 析 . 为 了 寻找 与 a 同 构 的 
序数 a ,很 自然 的 作法 是 让 良 序 集 a 的 全 部 元 素 从 最 小 元 开始 由 小 到 大 一 个 
不 漏 地 用 序数 编号 ,号 码 当 然 也 从 0 开始 ,由 小 到 大 (不 重复 地 ) 使 用 : 

a: Sst yu Us Ts 

号 码 : 1 
注意 序数 与 其 前 段 同 一 ,a 中 以 z 为 端点 的 前 段 用 a, 表示 ,那么 

“z 的 编号 是 8” 可 表示 成 “a, 衬 Bp”. 
我 们 有 : 
a; 伍 0,a: 估 1,as 伍 2,… ,az 类 B 
上 述 过 程 终 结 ,a 便 产 生出 来 了 . 但 问题 是 :是 否 可 能 a 中 有 某 些 元 素 拿 不 着 
号 码 ? 即 编号 过 程 尚未 结束 而 序数 已 全 部 用 完 ? 回答 是 不 会 ,因为 有 了 圭 换 
公理 (ZF7); 按 替换 公理 , 集 a 的 元 素 对 应 的 号 码 的 全 体 也 是 集 , 只 是 序数 字 
宙 On 的 一 个 小 部 分 . (以 上 只 是 直观 分 析 . 下 面 证 明 的 开始 ,我 们 并 不 假设 < 
的 每 个 元 素 z 都 一 定 有 相应 的 编号 B:a, 实 B.) 
下 证 a 的 存在 性 . 作 集 a 的 (由 可 编号 元 素 组 成 的 ) 子 集 65: 

6={zEal 了 Bax 三 有 
由 内 涵 公 理 知 b 是 集 , 且 满 足 

VrE€EbI! BlasSp). 
再 由 替换 公理 知 下 面 的 全 (由 5 中 元 素 对 应 的 序数 编号 组 成 ) 也 是 集 : 

r={8|3 rE€Ea BSa!. (5 
厂 由 序数 组 成 ,由 $8.1 定理 1 知 卫 是 E- 良 序 集 . 不 仅 如 此 , 还 是 可 递 集 . 
为 证 P 是 可 递 集 , 设 YE BET, 要 证 YETT. 由 本 的 定义 ,可 取 xE6b 使 B 衬 
az. 设 是 Bp 到 a 的 一 个 保 序 双 射 .这 时 有 

7=B,S(ar)jw = a (6) 
上 式 中 间 一 步 是 由 于 把 f 限制 在 Y 上 , 便 得 B 到 (az)r(z) 的 保 序 双 射 ; 最 后 
一 步 注意 $7.3 练习 4,(5) 与 (6) 说 明 yE 大 .至 此 ,我 们 知道 P 是 个 序数 .把 
本 改写 为 , 剩 下 要 证 明 a 实 a ,从 而 ,a 即 为 所 求 的 序数 . 

根据 良 序 集 基本 定理 ($7.4 定 理 2), 有 a 衬 a, 或 a 实 ap(BEa), 或 a 实 
ar(zEa). 但 三 种 情形 的 后 两 种 是 不 会 出 现 的 ,从 而 < 兰 <. 先 假设 a 宇 ap( = 
B). 因 BEa, 由 (5) 式 ( 厂 即 a) 知 存在 xzEa 使 P 兰 cx; 这 导致 a 衬 a,, 与 $7.4 
引 理 2 矛盾 .a 衬 a.(x€a) 也 不 会 出 现 ,否则 由 (5) 式 知 a€a( 即 厂 ), 与 E- 反 
自 反 性 矛盾 . 口 
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定理 1 指出 ,任何 良 序 集 都 有 惟一 的 一 个 与 之 同 构 的 序数 ,我 们 把 这 个 序 
数 叫做 该 良 序 集 (或 良 序 结构 ) 的 序 型 . 有 相同 序 型 的 良 序 集 有 着 相同 的 序 结 
构 . 

每 个 良 序 集 都 有 序 型 ( 即 与 之 同 构 的 序数 ) ,这 是 良 序 的 又 一 重要 优点 .对 
于 良 序 集 ,可 按 “ 型 号 "对 它们 加 以 区 分 . 

练习 2 在 良 序 集 a 的 后 继 集 a =aUjai 中 令 a 是 a 的 最 大 元 , 便 扩 充 
了 a 中 原 有 的 序 .证 明 这 时 a 与 a 的 序 型 不 同 . 

练习 3 在 w 上 重新 定义 良 序 ,使 (w,E ) 与 (w,r》 有 不 同 序 型 . 

练习 4 重新 规定 整数 集 上 的 序 使 之 成 为 序 型 为 的 良 序 集 . 
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$7.4 定理 1 已 将 归纳 法 由 自然 数 集 推广 到 一 般 良 序 集 ,用 于 证 明 形 为 
VzEap(z) 
的 全 称 命题 ,其 中 a 是 某 个 良 序 集 ( 例 如 a 是 某 个 序数 ), 户 (z) 是 z 的 某 个 性 
质 . 
下 面 将 归纳 法 再 由 良 序 集 推广 到 序数 宇宙 On 上 ,用 于 证 明 下 面 形式 的 
命题 : 
VaP(a). 
定理 1(On 上 的 超 限 归纳 法 ) 假设 下 式 成 立 : 
Va(lVB<ap(B)>p(a)), (1 
那么 便 有 VY ap(a). 
证 反 设 Y ap(a) 不 成 立 .于 是 可 任意 取 定 一 a 使 p(a) 不 成 立 .用 此 a 
作 另 一 集 a: 
a=1B<alp(B) 不 成 立 !. 
可 分 以 下 两 种 情形 推出 矛盾 : 
情形 1,a = 名 .此 时 有 
YB<ap(B).( 否 则 a2.) 
由 此 及 (1) 得 p(a) 成 立 ,与 a 的 取 法 矛盾 . 
情形 2,a 关 2 .a 作为 序数 a 的 非 空子 集 必 有 最 小 元 , 记 作 ao, 这 时 有 
ao<a 且 p(ao) 不 成 立 . (2) 
由 ao 的 最 小 性 即 得 
VB<aop(B). 
由 此 及 (1) 得 (ao) 成 立 , 与 (2) 矛 盾 . 0 


"和 第 八 章 序 数 


使 用 On 上 的 超 限 归纳 法 的 步 又 与 使 用 通常 的 归纳 法 类 似 .按照 定理 1， 
为 证 明 形 如 Y ap(a) 这 样 的 命题 ,要 做 的 事 就 是 证 明 (1) 成 立 , 即 在 作 归 纳 假 
设 YB<ap(B) 之 后 来 证 明 p(a). 因 序数 有 三 种 :0, 后 继 序 数 与 极限 序数 . 故 
具体 的 证 明 过 程 常 分 三 种 情形 进行 . 
(i) 先 证 如 0) 成 立 . (ce= 0 时 无 归纳 假设 条 件 可 用 .) 
(ii) 对 后 继 序数 a= Bf , 常 假设 p(B) 成 立 ,证 明 户 (B ) 也 成 立 . 
(ii) 当 a 是 极限 序数 时 ,假设 YB< ap(B) 成 立 ,证 明 p(a) 也 成 立 . 
类 似 于 定理 1 的 超 限 归纳 证 明 法 ,自然 数 集 w 上 的 递归 定义 法 可 推广 到 
序数 宇宙 On. ( 详 见 下 面 8.4 附 . ) 现 以 例 说 明 这 种 超 限 归 纳 定 义 法 的 应 用 . 
例 1 序数 加 法 c+ 有 可 对 B 递归 定义 如 下 : 
a+0=a. 
a+B=(a+p) 
a+B=U lat+Y17Y< Bl ( 当 B 是 极限 序数 时 ). 
按 加 法 定义 的 前 二 式 , 后 继 序数 a 可 写成 : 


a =(a+0) =a+0=a+l. 
例 2 序数 乘法 a*B 可 对 有 递归 定义 如 下 : 
a*0=0. 
a*pB=a*pt+a. 


a*B=Uja*Y1yY< pl ( 当 B 是 极限 序数 时 ). 
序数 加 法 与 乘法 是 自然 数 相应 运算 的 推广 .结合 律 对 一 般 序数 的 加 法 与 
乘法 仍然 保持 成 立 ,但 交换 律 不 再 保持 . 
练习 1 证 明 1+w 天 w+1. 
练习 2 证 明 w'2 天 2.w. 
练习 3 证 明 alC<azr* B+al<p+az. 
练习 4 设 7 是 极限 序数 ,证 明 B+ 7 也 是 极限 序数 . 
练习 5 证 明 a+(B+7)=(at+B)+Y. 
例 3 序数 的 指数 运算 ,可 递归 定义 如 下 : 
a0 = 四 
ap+1= ofa, 
中 =Uiarly<B} ( 当 B 是 极限 序数 时 ). 
由 定义 ,2"= U 12"|n€w} =w. 这 与 后 面 的 基数 指数 运算 不 同 . 
序数 由 小 到 大 的 排列 是 
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8.4 附 On 上 的 递归 定义 


先 从 集运 算 谈 起 .我 们 已 经 遇见 不 少 集运 算 , 如 : 

后 继 运 算 z“= 工 Ufzl， 

并 集运 算 Uz=jy13tEzyEt， 

宕 集运 算 F(z)=|y|yCzxzl, 等 等 

现 来 讨论 一 般 的 一 元 集运 算 . 如 果 含 有 两 个 自由 变 元 的 集 论 公式 
g(r,y) 满 足 

Vzr3! yylz,y), (1) 
即 每 个 集 x 用 让 公式 p(x,，y) 成 立 的 方式 对 应 于 惟一 一 个 集 y, 那 么 我 们 说 
公式 V(z,y) 确 定 了 一 个 一 元 集运 算 yp, 并 用 写 y= P(z) 代 替 写 p(x,y). 

我 们 没有 把 这 种 集运 算 叫做 函数 ,因为 这 种 集运 算 的 “定义 域 " 不 是 集 而 
是 整个 集 宇宙 .基于 这 一 点 , 常 把 上 述 集 运算 称 作 * 类 函数 ”. 

作为 确定 集运 算 的 公式 p ,前 提要 满足 条 件 (1). 满 足 (1), 就 可 由 每 个 集 
z 经 运算 得 到 一 个 集 y. 

设 p 是 个 集运 算 ( 即 满足 (1)). 如 果 我 们 把 变 元 z 限定 在 一 个 集 a 中 , 那 
么 运算 gp 便 在 集 4 上 确定 了 一 个 函数 p | a:a 一 p[a]. 我 们 仍 按 习惯 把 ?< 
叫做 gp 在 a 上 的 限制 .这 里 用 了 替换 公理 ,因为 按 (1) ,我们 有 

VzEa 3! yp(z,y)， 
这 时 按 赫 换 公理 ,p[a ] 也 是 集 . 
下 面 讨论 另 一 种 类 函数 一 一 序数 函数 . 如 果 公式 %(z,y) 满 足 
Va€EOn 3! yy(a,y), (2) 
即 每 个 序数 a 都 通过 公式 y 对 应 于 惟一 一 个 集 y, 那 么 便 说 少 是 一 个 序数 函 
数 .说 它 是 一 种 类 函数 ,是 因为 它 的 “定义 域 "是 序数 字 宙 On 而 不 是 集 . 

对 序数 函数 少 ,我 们 用 写 y= yp(a) 代 替 写 %(c ,y). 如 果 我 们 把 序数 变 元 

a 限制 在 由 某 些 序数 组 成 的 集 a 中 ,那么 有 

YaEa 3! yy(a,y)， 
这 时 y 确定 了 a 上 的 一 个 函数 ,叫做 y 在 a 上 的 限制 , 记 作 J a:ay[a]， 
其 值 域 y[a ] 也 是 集 ( 按 蔡 换 公理 ). 

有 了 上 面 的 准备 ,我 们 开始 讨论 On 上 的 超 限 递归 定 义 .目标 是 : 按 需 要 
定义 一 种 序数 函数 y, 使 y 对 每 个 序数 a 所 取 的 函数 值 %(cx ) 依 赖 于 该 函数 对 
B<a 的 取 值 ;简单 说 ,就 是 使 %(a ) 依 赖 于 % |e. 

引 理 1 (惟一 性 引 理 ) 设 f,g 是 分 别 定义 在 序数 3,y 上 的 函数 ,5 和 7， 
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且 g 是 个 集运 算 . 若 f,g 与 p 满足 
Ya<6(F(a)=Pp(Fha)Asg(c)=Pp(gEha))， (3) 
则 g 3S= 矿 即 当 zc< 人 时 总 有 F(a)=g(c). 
证 对 a<5 归纳 .( 这 是 良 序 集 6 上 的 超 限 归纳 , 见 $7.4 定 理 1.)a=0 
时 ， 
f(0)= 9p(f 10)=9p(0)= 9p(g +0)=g(0) 
归纳 假设 :8<a 时 f(8)=g(B), 即 fta=gha. 
由 归纳 假设 及 条 件 (3) 得 
f(a)=9p(f ta)=9(g a)= g(a). 0 
讨论 On 上 的 递归 定义 ,关键 的 一 步 是 把 自然 数 集 w 上 的 递归 定义 推广 
到 一 般 序数 6 上 的 递归 定义 、 
定理 1( 序 数 $ 上 的 递归 定义 ) 对 任 给 的 集运 算 p, 惟 一 存在 序数 6 上 
的 函数 几 满足 : 
Ya< g(a)=9(ys ta). (4) 
证 ys 的 惟一 性 由 引 理 1 即 得 . 现 对 6E On 归纳 证 明 满足 条 件 (4) 的 办 
的 存在 性 .85=0 时 , 取 yo=0. 
归纳 假设 :对 每 个 Y<5, 存 在 Y 上 的 函数 几 满足 
几 (a)=p( ta),a<y. (5) 
当 5 为 后 继 序 数 时 , 设 8= Y .这 时 由 归纳 假设 ,已 有 满足 (5) 的 yy 在 手 ， 
利用 这 个 yy 可 定义 ys 如 下 : 
Va<6 yr(a)=9(y, ta). (6) 
现 需 证 js 具有 性 质 (4). 因 3= ,有 
a<d + a<yVa=7, 
故 当 pB<a<6 时 ,总 有 B<yY<5, 于 是 
p(B)= p(yy 1B) (由 (5)) 
= ys(B). (由 网 的 定义 式 (6)) 
这 说 明 J 站 .a= ps 站 a, 代入 (6) 式 右 端 便 得 所 需要 的 (4) 式 . 
当 6 为 极限 序数 时 ,定义 ys 如 下 :对 任意 a<6( 此 时 a <5, 见 $8.2 命 
题 3) , 按 归纳 假设 ,已 有 满足 (5) 的 yw 在 手 ,利用 这 个 yw, 令 
g(a)= g(a). (7) 
于 是 当 p<a 时 (注意 此 时 p<a , 见 §8.2 练习 3), 有 
Ys(B)= ya (B)= golB)- 
后 面 的 等 式 用 了 引 理 1( 按 归纳 假设 ,yg 与 “都 具有 条 件 (5) 中 yy 的 性 质 , 故 
满足 引 理 1 中 的 条 件 (3) , 引 理 1 中 3 与 7 分 别 取 这 里 的 B' 与 a ). 所 得 结果 说 
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明 

gta=yge Va. (8) 
最 后 ， 

g(a)= po (a) (ys 的 定义 式 (7)) 

p(y a) (由 归纳 假设 ) 

= pg(p Ma). (由 (8)) 0 

定理 2 (On 上 的 递归 定义 ) ”对 任 给 的 集运 算 p, 惟 一 存在 序数 函数 少 

满足 


ya) = p(y ba). (9) 
证 yy 的 惟一 性 : 设 y 与 都 具有 性 质 (9), 则 归纳 易 证 
Va(y(a) = g(a)). 


上 的 存在 性 : 
在 定理 1 中 取 》 为 后 继 序数 w“, 则 惟一 存在 a 上 函数 yi 满足 
(7) = 92(W 7)，7<a (10) 
现 定义 序数 函数 少 如 下 : 
pla) = po'(a). (11) 
这 时 有 
%(a)= p(yge ha) (由 (10),(11)) 
= p(y ta) 
上 面 最 后 一 步 用 了 结论 y 站 .a = J 和 a, 此 式 成 立 是 因为 当 B<a 时 ， 
%(B) = ye (B) (由 11)) 
= ga’(B). (由 引 理 1) 
这 就 证 明了 由 (11) 定 义 的 y 具 有 性 质 (9). 0 


序数 的 加 法 乘法 及 指数 运算 ($8.4 例 1, 例 2 及 例 3) 是 On 上 递归 定义 
的 特例 . 


§ 8.5 集 的 号 码 库 


序数 有 何 用 ? 首先 自然 是 用 于 编号 . 

§ 8.3 定理 1 告诉 我 们 每 个 良 序 集 都 有 序 型 , 即 都 有 与 之 同 构 的 序数 .有 
了 序 型 ,该 集 的 每 个 元 素 也 就 都 有 了 编号 ;用 于 编号 的 这 些 号 码 就 是 序 型 这 个 
序数 的 所 有 元 素 ,它们 也 都 是 序数 .这 样 , 良 序 集 的 序 型 就 是 该 良 序 集 的 一 种 
号 码 库 . 


Hartogs 数 
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一 般 集 , 尚 不 知 是 否 可 以 在 其 上 建立 良 序 .但 人 们 发 现 ,任何 集 ,只 要 是 
集 ,都 可 以 为 它 建立 一 种 号 码 库 一 一 一 个 大 小 合适 的 序数 ,这 个 序数 储存 有 足 
够 的 序数 元 素 ( 被 称 之 为 “号 码 ”) 可 用 来 为 该 集 的 元 素 编号 . 集 的 Hartogs 数 
就 是 该 集 的 一 种 号 码 库 . 

为 比较 势 , $ 6.2 中 我 们 用 ba 表示 存在 集 b 到 集 a 的 单 射 .b<a 的 直 
观 意思 是 :6b 的 元 素 不 比 a 的 元 素 多 . 把 b 换 成 序数 B,8<a 的 直观 意思 还 
有 :8 用 自己 的 全 部 元 素 给 a 的 若干 元 素 编 了 号 . 

定义 1(Hartogs 数 ) 集 a 的 Hartogs 数 是 一 个 序数  , 它 具 有 性 质 : 

1” a 到 a 不 存在 单 射 . 

2” a 是 最 小 的 , 即 若 B<a, 则 p<a. 

设 a 是 集 a 的 Hartogs 数 . 上 述 定义 的 性 质 1 说明 , 若 用 a 中 的 号 码 给 集 
a 的 元 素 编号 ,号 码 不 会 用 完 . (用 完了 ,说明 aa. ) 性 质 2" 说 明 该 数 大 小 合 
适 :再 小 ,号 码 会 用 完 . 

思考 题 1 良 序 集 的 序 型 是 不 是 该 集 的 Hartogs 数 ? 

为 证 明 集 的 Hartogs 数 存在 ,主要 工作 是 建立 下 面 的 引 理 . 引 理 的 证 明 中 
用 到 替换 公理 及 § 8.3 的 序 型 定理 . 

引 理 1 对 任何 集 a,a* = | 序数 B18<ai 是 序数 . 

证 先 假设 e* 是 集 . 因 a 的 元 素 都 是 序数 ,由 $8.1 定理 1 知 a' 是 个 
E- 良 序 集 ; 同 时 ,a 还 是 个 可 递 集 , 这 是 因为 

7yEpBEat~yEep<a (ar+ 的 定义 ) 
一 7CPB<a (B 是 可 递 集 ) 
一 7<a 即 yEa-. 

上 面 在 a* 是 集 的 假定 之 下 我 们 证 明了 a 是 序数 .问题 归结 为 要 证 明 
a * 是 集 而 不 是 真 类 . 

(分 析 : 先 要 研究 a* 的 结构 .B<a 意味 着 B 是 a 的 某 良 序 子 集 的 序 型 , 即 
与 a 的 某 良 序 子 集 同 构 .a 是 一 般 集 ,不 知 a 上 是 否 有 良 序 或 a 是 否 可 良 序 . 
但 a 肯定 有 可 良 序 的 子 集 ( 例 如 a 的 有 限 子 集 ). 要 注意 a 的 同一 子 集 有 多 种 
良 序 (例如 三 元 子 集 上 有 六 种 良 序 ). 若 ri 与 72 都 是 56(Ca) 上 的 良 序 ,那么 
《6,r1) 与 (6,r2) 是 不 同 的 良 序 结构 ,它们 可 能 有 不 同 的 序 型 . 所 有 这 些 序 型 
集中 起 来 ,就 得 到 a *.) 

令 B=|(5,r)lbCa,r 是 b 上 的 良 序 |, 因 bEF(a),rE9(aXa), 故 
B 是 作为 (a) x (axa) 的 子 集 定义 的 ; 按 内 涵 公 理 ,B 是 集 . 

由 序 型 定理 ($8.3 定理 1) 知 a 的 每 个 良 序 子 集 5 都 有 序 型 B, 于 是 有 : 

V(b,r) EB 31B(B, Eb,7). 
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再 由 此 式 及 替换 公理 知 iB1(B,€) 宇 (5,r),b5Ca,r 是 5 上 的 良 序 | 是 集 ,而 
这 个 集 易 知 就 是 a. 0 

练习 1 证 明 引 理 1 中 的 a*(=1BI|B<al)= |81(p,€) 守 (6,7r),bC 
asT 是 5b 上 的 良 序 }. 

定理 1 每 个 集 a 都 有 Hartogs 数 , 即 都 有 到 该 集 不 存在 单 射 的 最 小 的 序 
数 , 且 集 a 的 Hartogs 数 就 是 a* = 1818<al. 

证 任 取 集 a. 记 a=a'*(=1pB1B<al, 按 引 理 1,a' 是 序数 ).a 就 是 a 
的 Hartogs 数 ,因为 a 具有 定义 1 的 两 条 性 质 : 

1” 不 存在 a 到 a 的 单 射 (否则 a€a* =a). 

2” B<a 时 B<a(a 的 定义 ), 即 a 具有 最 小 性 . 0 

每 个 集 都 有 号 码 库 一 一 Hartogs 数 , 这 一 点 使 人 们 增强 了 深入 认识 超 穷 世 
界 的 信心 ,并 由 此 产生 了 希望 :让 集 的 Hartogs 数 来 诱导 出 该 集 的 良 序 .能 否 
实现 这 一 希望 ,我 们 将 在 下 一 章 详细 讨论 . 
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1917 年 ,D. M. Mirimanoff 发 现 ,Zermelo 提出 的 公理 系统 不 能 排除 一 种 
异常 集 存 在 ,这 种 集 形成 E_ 降 链 : 
ExzariEzeE…ExzzEziEzo. 
特殊 情况 是 xE zx.E- 降 链 的 存在 意味 着 集 的 原始 组 成 可 以 不 存在 . 
为 了 消除 这 种 异常 集 ,Von Neumann 于 1925 年 提出 了 下 面 的 正则 公理 : 
ZF 8( 正 则 公理 Regularity Axiom) ”每 个 非 空 集 有 E€- 极 小 元 . 即 : 
VaxY 3rE€Ealrfla= 2). (1) 
(1) 式 中 x 站 a = 名 的 意思 是 :zx 是 a 的 E_ 极 小 元 , 即 Y 1€a tr. 
正则 公理 断言 E- 极 小 元 存在 ,使 E_ 降 链 不 能 出 现 .特别 有 : 
命题 ! YVz(zgz). 
证 设 a=|zl. 按 ZF8,a 有 E- 极 小 元 ,这 个 极 小 元 就 是 工 .这 导致 
zr.( 若 有 xzEz, 则 工 不 是 E_ 极 小 元 .) 
练习 1 证 明 :1” 一 3z,y(rEyAyEz)， 
2” 一 3z,y,z(zEyAyEzAzEz). 
练习 2 设 集 a 满足 E_ 三 分 律 :Yzr,yEa (zEyVz=yVyEz). 证 明 
“E "在 a 上 具有 可 递 性 : 
VYzryzEarEeyEz 一 工 Ez). 
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有 了 正则 公理 ,序数 概念 变 得 更 简单 . 按 定义 ($8.1 定义 1),E- 良 序 的 
可 递 集 叫 做 序数 , 即 满足 以 下 条 件 的 集 叫做 序数 : 

1 VYzEa(z 和 rz) (E- 反 自 反 性 ) 

2” Vr,y,zEa(rIEyEz > IEz) (E_ 可 递 性 ) 

3，Vz,yEa(zEyVz=yVyEzl (E_ 三 分 律 ) 

4” ae 的 任 一 非 空子 集 有 E- 极 小 元 〈E- 良 基 性 ) 

5” a 是 可 递 集 , 即 zxEyEa 一 zEa-. 
以 上 条 件 中 , 因 有 了 正则 公理 ,条 件 4" 自 动 满足 ; 按 命题 1, 条 件 1" 也 自动 满 
足 ; 按 练习 2, 条 件 3" 蕴 涵 条 件 2". 至 此 ,我 们 可 以 说 : 

序数 就 是 满足 E_ 三 分 律 的 可 递 集 . 


8.6 附 ” 集 宇宙 的 形象 


集 宇 宙 的 建造 者 是 人 .人 们 建筑 集 宇 宙 ,开头 一 无 所 有 ,白手 起 家 . 一 无 所 
有 ,面前 只 有 空 集 . 空 集 是 个 集 , 于 是 便 想起 用 空 集 作 作 为 建筑 材料 .以 妃 为 元 
素 , 从 无 到 有 ,得 到 集 |{ 作 |. 于 是 人 们 面前 有 了 两 块 建筑 材料 一 一 多 与 1 弛 | 这 
两 个 集 . 以 这 两 个 集 为 元 素 , 便 得 到 集 | 儿 ,| 名 1H. 这 个 新 集 有 四 个 不 同 的 子 
集 ,于 是 有 了 更 多 的 建筑 材料 : ,1,1 ,1 ,C11,…. 
为 了 把 集 宇宙 看 得 更 清楚 ,我 们 求助 于 序数 宇宙 On. 作为 On 上 递归 定 
义 的 又 一 特例 ,下 面 定义 了 序数 函数 v。: 
w=0(=@2), 
Vat1=P (Va), 
v= Us<svp 《a 为 极限 序数 时 ). 
我 们 把 每 个 v。 的 元 素 都 叫做 良 基 集 ,并 把 所 有 良 基 集 构成 的 类 记 作 V， 
V= Useonve. 
V 的 前 几 个 层次 依次 是 : 
v= 0， 
v=9(vo)= {101=1, 
v= 9(v) = 10,1} = 2， 
v= FP(vw) = 10,1,11},2}, 


从 w 开始 ,成 员 中 便 出 现 了 非 序数 集 . v3 中 的 11} 就 不 是 序数 .上 述 过 程 的 终 
结 , 产 生 了 一 个 新 的 层次 v。: 
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ve= Uneova. 
新 层次 一 个 又 一 个 持续 产生 出 来 : 
Mo gp NY 
命题 1 (i) 每 个 ve 是 可 递 集 . 
(ii) y<a 一 (vyCveAvy 隆 v。) (严格 递增 性 ). 
证 对 a 归纳 .a=0 时 自然 成 立 . 
a=B+1 时 ,v。= 风 (vg). 此 时 有 : 
(D rzEyEV, SIEYCYp 
rEvg 
一 zCve (用 了 归纳 假设 :va 是 可 递 集 ) 
rE€EP(vg) =ve; 
(ii) Yr<a—7r<p 
一 wyCvp 《用 了 归纳 假设 ) 
EP (vg)=v, 
一 wCw 且 vy 闫 Vv。 (已 证 w 是 可 递 集 且 因 vv。). 
a 是 极限 序数 时 ,v。= Ulvy|7YEal 且 
7yEa 一 y+lEa ($8.2 命 题 3)， 
此 时 有 : 
(i) xEyEv, I7EarEyEYY 
一 zEvy( 按 归纳 假设 ,vy 是 可 递 集 ) 


一 zEvoi 
(iD) 车 y<a, 则 由 归纳 假设 知 vvyCvy+t, 且 vv 天 vy+1(Cve) ,于 是 vyCv。 
且 vy 天 ve. 0 
由 命题 1(ii) 知 


voCviCvwC…CvCveriC…- 
一 个 良 基 集 若 在 V 的 某 一 层 出 现 , 便 在 后 面 的 所 有 层 都 出 现 .对 给 定 的 良 基 
集 工 ,rEv。 的 最 小 层 数 a 一 定 是 个 后 继 序 数 :a = B+1. 事 实 上 ,a 不 会 是 0 
( 因 w=0); 也 不 会 是 极限 序数 ,否则 ,由 v。 的 定义 知 有 更 小 的 B< a 使 z€ 
vp. 每 个 良 基 集 第 一 次 出 现 的 层次 相应 于 后 继 序 数 下 标 ,这 一 点 使 我 们 可 以 让 
每 个 良 基 集 z 联系 着 一 个 序数 ,叫做 zx 的 秩 , 用 rank(z) 表 示 : 
rank(z)= 使 Eve+i 的 最 小 序数 B. 

也 就 是 说 ,rank(z) 是 z&v 的 最 大 B;z 在 V 中 ve+1 这 一 层 最 早出 现 ,并 在 以 
后 各 层 都 出 现 . 若 记 8B= rankz, 则 有 : 
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IEvg+t1 但 zx 纪 wp， G) 

Ya>pB rE€Ev,. (2) 
命题 2 v= jzEvVjrank(z)<aj. (ve 由 所 有 秩 比 a 小 的 良 基 集 组 成 . ) 
证 先 设 8=rank(z)<a, 由 (2) 可 知 zEv。. 
再 设 TEv。, 这 时 B= rank( 工 )<a. 事 实 上 , 若 B 之 a, 则 由 (2) 知 x Evp， 

与 (1) 矛 盾 . 0 

命题 3 若 集 的 成 员 都 是 良 基 集 , 则 该 集 也 是 良 基 集 : 

CV>zr€EV. (3) 
证 设 zCV.z 的 元 素 都 是 良 基 集 , 故 都 有 秩 .下 证 zx 也 是 良 基 集 . 记 

a= Ui{rank(y)+1|y€ zi 


注意 
yEr>rank(y) +1Ca (a 的 定义 式 ) 
一 rank(y) < a 
一 yE ve( 命 题 2)， 
可 知 zxCvo,zEvori(=29(ve)). 这 说 明 z 是 良 基 集 . 0 


下 面 的 定理 给 出 了 集 宇宙 的 一 种 表示 : 集 宇宙 =V= U。eowv。. 
定理 1 所 有 集 都 是 良 基 集 . 


证 任 取 集 a. 作 集 6: 
b =Unes(U"a) 
nm 从 U 
=aU(Ua)UCUUa)U…UGCU…Ua)U…， (4) 


4b 是 可 递 集 .事实 上 , 设 yEzE6, 若 zEUm, 则 yEU"'ia, 故 yE0. 

下 证 5 的 元 素 都 是 良 基 集 :6CYV. 反 设 5 有 非 良 基 集 成 员 . 作 

c=|zEblz 不 是 良 基 集 |( 天 全 ). 
由 正则 公理 知 c 有 E- 极 小 元 , 设 为 zo. zo 作为 c 的 成 员 ,不 是 良 基 集 : 
ovV. (5) 

任 取 yE zo, 由 zo 的 E_ 极 小 性 知 > 多 c. 但 因 是 可 递 集 , 故 yE 5.y 必 是 良 
基 集 ,否则 yE c. 这 说 明 zo 的 元 素 都 是 良 基 集 :roCV. 由 (3) 得 xoEV, 与 
(5) 矛 盾 . 至 此 证 明了 56CV. 由 此 及 (4) 知 aCV. 最 后 再 由 (3) 知 a 是 良 基 集 : 
acEV. 0 

定理 1 的 证 明 中 用 到 了 正则 公理 . 

我 们 以 ZF 理论 的 眼光 来 观察 集 宇 宙 , 发 现 它 是 由 良 基 集 组 成 的 .在 ZF 
系统 的 框架 内 , 集 论 的 论 域 被 限制 于 良 基 集 类 . 这样 ,由 空 集 开 始 反复 用 通常 
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的 集运 算 便 可 得 到 一 切 集 . 
良 基 集 类 为 通常 数学 提供 了 足够 大 的 舞台 .事实 上 ,通常 数学 的 活动 范围 
只 占据 了 这 个 舞台 的 很 小 一 部 分 . 
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前 几 章 中 已 多 次 提 到 选择 公理 及 其 变形 或 应 用 (参见 3.5.3 附 ,4.1.3， 
4.4.1,5.4 附 及 $6.5 等 ). 本 章 集中 讨论 这 一 公理 的 几 种 重要 等 价 形式 以 及 
若干 重要 应 用 . 

添加 选择 公理 (AC) 后 的 ZF 公理 系统 记 作 ZFC. 现 将 ZFC 的 公理 集中 起 
来 列 出 如 下 : 

ZF1( 外 延 公理 ) Yz(zEa ezE0) 一 a=0. 

ZF2( 内 涵 公 理 ) Vs3y(y=jzEs|p(z)}), 记 (z) 是 集 z 的 性 质 . 

ZF3( 无 序 对 公理 ) Ya,b3y(y= ta,61). 

ZF4( 并 集 公理 ) Ya3y(y=Ua), 其 中 Ua=ilzl3rEca(zEz)l. 

ZFS( 短 集 公理 ) Va3y(y= 史 (a)), 其 中 9(a)=|1zlzCal. 

ZF6( 无 限 公理 ) 3s(CEsAYz(zEszEs)), 其 中 z=zUizl. 

ZF7( 替 换 公理 ) ” 设 集 a 与 关于 集 z,y 的 性 质 p(z,y) 满 足 YzEa 
! yp(z,y), 则 |y|3zEap(z,y)| 也 是 集 . 

ZF8( 正 则 公理 ) 每 个 非 空 集 有 E-_- 极 小 元 . 

AC( 选 择 公 理 ) 设 a 是 由 非 空 集 组 成 的 集 族 , 则 存在 以 a 为 定义 域 的 
雯 数 / 满 足 


[TT 


Vx Ea(f(r)E€ x)(f 叫 做 a 上 的 选择 函数 ). 


$9.1 选择 公理 的 特殊 性 


上 面 列 出 的 ZFC 系统 中 的 选择 公理 (AC) 是 Zermelo 于 1908 年 与 他 的 其 
他 公理 一 道 提出 的 . 1904 年 他 曾 对 该 公理 提出 过 类 似 的 表述 . 在 这 之 前 ， 
Cantor 曾 在 他 的 著作 中 把 该 公理 作为 显然 的 事实 使 用 过 . Peano，B.Levi 等 人 
也 曾 注意 到 这 条 公理 在 数学 研究 中 的 作用 . 1906 年 ,Russell 还 给 出 了 该 公理 
的 一 种 等 价 形式 . 

“选择 公理 (和 连续 统 假设 一 起 ) 可 能 是 继 欧 几 里 得 平行 公理 之 后 ,大 家 最 
感 兴趣 也 是 数学 界 讨论 最 多 的 公理 . [8 在 选择 公理 出 现 后 的 一 段 时 间 内 , 数 
学 家 对 它 存在 较 大 争议 . 

为 认识 选择 公理 的 特殊 性 ,需要 再 深入 地 理解 该 公理 的 涵义 . 


号 9.1 选择 公理 的 特殊 性 = 1 


注意 恒 真 式 
zx I EE zx), 
从 一 个 非 空 集 里 选 出 一 个 元 素来 ,是 没有 疑问 的 .进一步 . 设 zi 天 弛 且 zz 天 
多, 则 易 知 z1X zx2 关 BG.( 取 1€Ex1,t2€x2, 则 (t1,t2)€Ex1X zr2. ) 换 句 话 说 ， 
1(zivt1),(z2,t2)| 是 1z1,x2| 上 的 选择 函数 , 它 的 存在 也 是 没有 疑问 的 . 利 
用 归纳 法 立即 可 证 : 
ER 
Zz1X…X zn 的 成 员 对 应 着 集 族 |z1,…,z,1 上 的 选择 函数 , 它 的 存在 (不 管 = 
有 多 大 ) 都 是 没有 疑问 的 . 
再 前 进一步 ,考察 由 无 限 个 非 空 集 组 成 的 集 族 , 情 况 就 不 同 了 . 现 设 zo， 
zli…yzn… 皆 非 空 集 .直观 上 看 ,下 面 定义 的 集 也 是 个 非 空 集 : 
De。zv = zoXzlXx…XZnX 
= |f1f:w Unevrnsf(n) € zl}. 
ILewrw 的 成 员 f 相当 于 集 族 |z, 1nEw| 上 的 选择 函数 ,还 相应 于 一 个 无 限 序 
列 : 
fot ta (ts € za(f(n) = £4)). (1) 
已 知 每 个 z, 取 如 便 断言 Inewzn 天 好 , 即 断 言 族 | z,| naEwi 上 的 选择 函数 存 
在 或 断言 序列 (1) 存 在 ,没有 选择 公理 ,有 什么 根据 呢 ? 这 里 谈 的 是 集 的 可 数 
族 .实际 上 ,数学 中 还 会 遇 到 集 的 不 可 数 族 , 例 如 考察 实数 集 的 全 体 子 集 形 成 
的 集 族 ,其 上 选择 函数 的 存在 性 也 依赖 于 选择 公理 . 
现在 我 们 看 到 ,选择 公理 对 由 非 空 集 组 成 的 集 族 断 言 其 上 的 选择 函数 存 
择 . 
为 要 清楚 理解 选择 公理 的 特殊 性 ,应 特别 注意 选择 公理 所 允许 的 无 限 次 
同时 选择 是 带 随意 性 的 选择 .否则 ,即使 是 无 限 次 选择 ,也 可 以 不 用 选择 公理 . 
例如 ,如 果 集 族 a 是 由 无 限 个 独 元 集 组 成 的 集 族 , 即 a 满足 
Vr€Eaij!ly(y€ zx), (2) 
那么 a 上 的 选择 函数 /是 完全 确定 的 ;了 的 函数 值 取 为 独 元 集 的 独 元 ,不 带 任 
何 随意 性 ,从 而 f 的 存在 性 可 不 用 选择 公理 来 证 明 . 这 时 由 内 涵 公理 便 知 / 
的 存在 : 
f=i(z,y)EaxUaly€ zi. 
(条 件 (2) 保 证 了 / 是 个 函数 ,性 质 yE xz(zEa) 保 证 了 了 是 a 上 的 选择 函 
数 . ) 但 是 ,如 果 集 族 a 的 无 限 个 成 员 都 不 是 独 元 集 ,而 同时 从 a 的 所 有 成 员 
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集 的 每 一 个 集 里 选 出 一 个 元 素 时 又 不 能 避免 随意 性 ,那么 只 能 求助 于 选择 公 
理 来 得 到 a 上 的 一 个 选择 函数 .对 此 ,Russell 曾 有 一 个 形象 的 说 明 : 从 无 限 双 
鞋子 中 同时 选 出 一 只 鞋 ,无 须 选 择 公理 (例如 ,从 每 双 鞋 中 取出 左 脚 鞋 ,这 一 指 
令 是 明确 的 ,选择 函数 当然 是 合理 定义 了 的 ); 但 从 无 限 双 袜 子 中 同时 选 出 一 
只 袜子 , 即 避 免不了 随意 性 ,要 用 选择 公理 . 

思考 题 1 能 否 不 用 选择 公理 证 明 自 然 数 集 N 的 非 空 于 集 族 
多 (N) -1 名 | 上 存在 选择 函数 f? (VIEF(N)-- BI(f(z)Ezx).) 把 N 换 
成 一 般 集 a ,结论 如 何 ? 

思考 题 2 不 用 选择 公理 证 明 : 若 集 a 与 公式 9( 工 ,y) 满 足 

Vr€Eaily€ zp(r,y), 
则 存在 a 上 的 选择 函数 . 

以 上 讨论 说 明 ,选择 公理 的 特点 是 :没有 给 出 具体 构造 方法 而 断言 集 族 上 
选择 函数 存在 .这 给 数学 论证 带 来 很 大 方便 ,但 也 因 非 构造 性 的 特点 为 它 带 来 
了 争议 . (回忆 直觉 主义 的 口号 :存在 等 于 可 构造 ~. ) 

下 面 的 练习 是 选择 公理 在 数学 分 析 中 的 应 用 例 . 

练习 1 设 f(z) 在 a 点 附近 有 定义 证明: 车 每 当 数 列 za 时 f(x,) 
玉 /(a), 则 liny(z)=f(a)( 即 /在 a 点 连续 ). 

选择 公理 有 许多 等 价 形式 .下 面 列 出 的 几 种 形式 只 不 过 是 说 法 不 同 而 已 . 

AC1 集 的 任何 分 类 都 存在 代表 集 ( 即 从 每 个 等 价 类 中 选 出 一 个 代表 元 
素 放 在 一 起 构成 的 集 ,参见 4.1.3). 

AC2( 单 值 化 原则 ) 设 rCaxb 且 Dom(r)=a, 则 存在 集 a 到 已 的 函 
数 fCr( 参 见 3.5.3 附 ). 

AC3 ( 单 射 原则 ) 任意 函数 包含 有 同一 值 域 的 单 射 . (与 AC2 对 称 . ) 

AC4( 乘 积 定理 ) Vi€ Tai 天 杂 ) 一 Dierai 天 厅 , 其 中 Iiemi=iFlf: 
I>Uierai,f(i)€Eail. 


$9.2 良 序 原理 


良 序 集 有 许多 好 性 质 , 其 中 较 重要 的 有 : 

1. 归纳 法 可 由 自然 数 集 推广 到 良 序 集 ( 见 $7.3)， 

2. 良 序 集 相互 间 可 比 长 短 ( 见 $7.3 定理 2)， 

3. 良 序 集 都 有 序 型 ( 即 与 之 同 构 的 序数 ) ,从 而 其 元 素 都 有 编号 ( 见 $8.3 


定理 1). 
Cantor 相信 :任何 集 甸 可 良 序 .在 Hilbert 有 名 的 1900 问题 表 中 ,第 一 问 
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题 (连续 统 问题 ) 的 后 一 半 是 [5 : 

现在 提出 的 问题 是 :实数 全 体 是 否 可 以 按 其 他 方式 排列 ,使 得 每 个 部 分 集 
合 都 有 一 个 首 元 素 ,也 就 是 说 ,连续 统 是 否 能 够 被 看 作 良 序 集 一 一 康 托 尔 认为 
这 问题 的 答案 是 肯定 的 .我 感到 迫切 需要 的 是 对 康 托 尔 这 一 值得 注意 的 命题 
作出 直接 的 证 明 …… 

读者 可 尝试 思考 一 下 (建议 只 用 3 一 5 分 钟 ): 如 何在 实数 集 R 上 具体 建 
立 一 个 良 序 (当然 ,与 原 序 不 同 )? 

凡 集 皆 可 良 序 一 一 这 是 一 个 诱 人 的 命题 ,成 立 与 否 , 事 关 重大 ; 它 若 成 立 ， 
超 穷 世 界 一 片 光 明 .1904 年 ,Zermelo 给 出 了 这 一 命题 的 一 个 证 明 , 于 是 建立 
了 下 面 的 良 序 原理 . 

定理 1( 良 序 原 理 ) 任何 集 上 皆 存 在 良 序 . 

在 证 明 良 序 原理 之 前 , 先 作 如 下 分 析 . 

任 取 集 a. 目标 :建立 ae 上 和 良 序 .方法 :用 序数 给 a 的 元 素 一 一 编号 ,一 个 
不 漏 .为 此 , 先 要 为 a 建 一 号 码 库 , 要 求 库 中 用 于 给 a 的 元 素 编号 的 序数 是 用 
不 完 的 .这 个 号 码 库 已 由 $8.5 定理 1 准备 好 了 , 那 就 是 集 a 的 Hartogs 数 
at: 

atr= 1B81B < al.(B << a 指 存在 序数 8 到 a 的 单 射 , 见 §6.2.) 
a+ 是 个 序数 , 且 它 到 a 不 存在 单 射 .(a* 到 a 不 存在 单 射 ,意味 着 a* 中 序数 
号 码 用 不 完 ;用 完了 ,就 有 a* <a.) 有 了 号 码 库 a , 便 可 着 手 建立 编号 函数 


g:da+ 一 a 如 下 . 令 
&(0) =to E a,( 意 为 从 a 中 取出 to, 给 to 的 编号 是 0, 以 下 类 似 .) 
g(1) =i Ea- {ltl =a-g[lll(g[l1] = 1g(0)}), 
8(2) =t2 Ea- ito,t} = a—g[2](g[2] = {g(0),g(1)}), 
g(7) =tr Ea -gl7] 


(g[y] 指 在 第 y 步 之 前 已 用 比 y 小 的 序数 编 过 号 的 a 中 元 素 之 集 )， 


这 样 下 去 ,a 的 元 素 必 被 抽 尽 . 设 到 了 第 yo 步 a 被 抽空 :ae 一 g[7Y0] =0; 这 时 
a 的 元 素 都 有 了 号 码 ,编号 过 程 便 告 结束 ,a 自然 成 了 良 序 集 . 但 这 时 a “中 的 
号 码 必 尚 未 用 完 ( 因 a 到 a 不 存在 单 射 ). 对 未 被 用 上 的 YEa ,让 g(7Y) 全 
都 等 于 某 个 固定 的 不 在 a 中 的 元 素 便 可 . 

从 以 上 分 析 可 以 看 出 ,整个 编号 过 程 ( 即 g 的 递归 定义 过 程 ) 的 每 一 步 
(如 第 y 步 ) 都 要 从 a 中 尚未 编号 的 那些 元 素 中 , 即 从 a - g[7] 中 随意 选 出 一 
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个 元 素来 ,用 y 给 它 编 上 号 ;而 对 无 限 集 a ,以 上 编号 过 程 是 个 超 穷 过 程 ,为 完 
成 g 的 定义 ,必须 要 用 选择 公理 . 
良 序 原 理 的 证 明 
任 给 集 a ,用 选择 公理 ,可 取 (a) - |0} 的 选择 函数 f, 它 满足 
J(z)E z. (1) 
令 a=a+*(a 的 Hartogs 数 ), 则 有 
a *a. (2) 
任 取 so&a .利用 已 有 的 满足 (1) 的 选择 函数 ,可 递归 定义 a。 上 的 函数 g 如 
下 .对 YEa, 令 


s(n) =) 若 a-&[7] 天 0， (3) 


50， 若 a--g[7Y]=0， 
其 中 g[7]= tg(B)1B<Y}. 当 4-g[Y] 取 0 时 ,由 (1),(3) 知 
g(7)€E a~-g[7]. (4) 


当 a-g[7Y]=0 时 ( 即 已 用 三 抽 尽 了 a 中 元 素 后 ),g(7Y)= so0. 

令 yo 是 使 4-g[7Y]=0 的 最 小 7. 这 时 a= g[Yo]. 于 是 g 用 序数 yo 中 
的 良 序 “E "诱导 出 a 中 的 良 序 . yo 一 定 会 出 现 . 若 yo 始终 不 出 现 , 则 由 (3) 知 

YyEa g(7)= fla- g[7)), 

这 说 明 a a, 与 (2) 矛 盾 ( 注 意 p<Y 时 ,g(B)Eg[Y], 由 (4) 知 g(B) 关 
g(7)). 0 

用 WO 表示 “ 凡 集 皆 可 良 序 " 这 一 命题 , 则 定理 1 应 写成 

定理 1 AC~~WO. 

反 过 来 ,由 良 序 原理 也 可 推出 选择 公理 . 

定理 2 WO-~AC. 

证 设 a 是 由 非 空 集 组 成 的 集 族 .为 得 到 a 上 的 选择 函数 ,利用 WO, 在 
集 Ua 上 建立 一 个 良 序 ,然后 定义 a 上 的 选择 函数 三 如 下 .对 任 一 zEa, 有 工 
CUa; 因 xz 天 0, 可 令 

J(z) = z 的 最 小 元 . 0 

现在 可 以 证 明 集 族 不 交 化 命题 (参见 7.3 附 ) :任意 集 族 A= {ai|i€E IT 都 
可 “不 交 化 ”, 即 存在 集 族 B= 15;1iE 11( 被 称 作 A 的 不 交 族 ) 满 足 : 

1 YiETbCai- 

2° Ujiet;= Uieri- 

3” B 的 所 有 成 员 互 不 相交 , 即 i 天 ) 时 6b; 门 6; =0. 
这 只 要 用 良 序 原理 先 将 任意 指标 集 工 良 序 化 ,然后 用 7.3 附 的 命题 1 便 可 . 

建立 了 选择 公理 与 良 序 原理 的 等 价 性 之 后 ,我 们 认识 到 :选择 公理 的 实 
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质 , 是 对 人 类 在 超 穷 世界 里 建立 秩序 的 能 力 的 积极 肯定 .在 ZF 集 论 系 统 里 加 
人 选择 公理 ,相当 于 把 集 论 的 论 域 明确 限制 于 可 良 序 集 的 类 . 
定理 3 和 良 序 原理 等 价 于 势 可 比较 原理 :任意 二 集 a ,6 皆 有 
a<bVb<a. 
练习 1 证 明定 理 3. 
练习 2 用 良 序 原理 证 明 任 一 无 限 集 都 包含 可 数 无 限 子 集 ,进而 证 明 任 
一 无 限 集 都 能 与 自己 的 某 个 真子 集 等 势 . 
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选择 公理 最 重要 的 等 价 形式 ,除了 良 序 原理 , 便 是 Zorn 引 理 ;该 引 理 的 应 
用 十 分 广泛 , 它 出 现在 数学 的 各 个 重要 分 支 . 
偏 序 结构 是 广泛 存在 的 数学 结构 . Zorn 引 理 所 断言 的 是 某 种 偏 序 集 的 极 
大 元 的 存在 性 . 
Zorn 引 理 若非 空 偏 序 集 a 的 每 个 全 序 子 集 ( 链 ) 在 a 中 都 有 上 界 , 则 a 
必 有 极 大 元 . 
先 回忆 上 界 与 极 大 元 的 定义 . 偏 序 集 a 的 全 序 子 集 在 a 中 有 上 界 , 意 为 
SE VE Dy ZE) 
t 是 偏 序 集 a 的 极 大 元 , 指 
tiEaA 人 VYzEa (tA7). 
注意 a 的 子 集 0 的 上 界 可 以 在 6 中 ,也 可 以 不 在 5 中 .我 们 知道 ,一 般 偏 
序 集 可 能 没有 极 大 元 .但 车 全 序 子 集 皆 在 该 集中 有 上 界 , 则 情况 不 同 . 
在 用 选择 公理 证 明 Zorn 引 理 之 前 , 先 作 如 下 分 析 . 
已 知 偏 序 集 a 的 任 一 全 序 子 集 在 a 中 有 上 界 . 为 寻找 a 的 极 大 元 ,我 们 
由 a 的 某 个 元 素 xo 出 发 ,取出 a 的 递增 序列 : 
TT 
序列 中 元 素 的 编号 由 a 的 号 码 库 a* (a 的 Hartogs 数 ) 提 供 .每 一 步 取 出 的 元 
素 只 要 取得 比 在 它 之 前 已 取出 的 元 素 更 大 便 可 , 即 只 须 在 已 取 元 素 的 严格 上 
界 的 集中 选取 . 换 一 种 说 法 ,上 述 过 程 相 应 于 建立 下 面 的 映射 g:a* 一 a ,使 
8(0) =zo (zo 在 a 中 任 取 )， 
g(1) =zl (zi 在 比 xo 大 的 元 素 中 任 取 )， 
g(2) =z， (zz 在 |zo,zl| 的 严格 上 界 的 集 里 任 取 )， 
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8g(7) =z (zy 在 g[Y] 的 严格 上 界 的 集 里 任 取 )， 


若 某 步 取 到 了 极 大 元 , 则 止步 ;车 未 达 极 大 元 , 则 过 程 继续 , 直 至 终结 .a* 的 性 
质 (a 到 a 不 存在 单 射 ) 保 证 了 上 述 过 程 必 有 和 终结 ,而 过 程 最 后 选 出 的 全 序 子 
集 的 上 界 就 是 a 的 极 大 元 . 因 过 程 中 的 每 步 选 取 都 带 有 随意 性 , 故 要 用 选择 
公理 才 行 . 

上 面 的 分 析 使 我 们 得 到 下 面 定理 1. 

定理 1 AC 一 Zorn 引 理 . 

证 设 非 空 偏 序 集 a 的 每 个 全 序 子 集 在 a 中 有 上 界 .为 找 出 a 的 极 大 
元 ,利用 选择 公理 , 先 作出 8(a ) - {01 的 选择 函数 f, 它 满足 

A(z)€ z, (1) 
令 a=a'(a 的 Hartogs 数 ), 则 有 
a ga. (2) 
任 取 soKa .利用 已 有 的 满足 (1) 的 函数 f 可 递归 定义 a 上 的 函数 g 如 下 .对 
7<a, 令 
二 人 在 a 中 的 严格 上 界 的 集 )， 若 g[y] 在 a 中 有 严格 上 界 ， 
So» 车 g[7Y] 在 a 中 无 严格 上 界 ， 
工 是 g[Y]={g(B)1B<Y1 的 严格 上 界 , 指 每 个 B<Yy 都 使 8(B)<z. 

一 定 存在 Y<a 使 g[7Y] 在 a 中 不 再 有 严格 上 界 . 如 果 这 样 的 > 不 存在 ， 
那么 由 g 的 定义 及 (1) 知 对 所 有 Y<a,g(7Y) 是 g[Y] 在 a 中 的 某 个 严格 上 界 
(由 选择 函数 f 选 出 ) .这 说 明 严格 递增 函数 g 是 a 到 a 的 单 射 , 即 < a ,这 与 
(2) 矛 盾 . 

既然 存在 Y<a 使 g[7] 在 a 中 无 严格 上 界 , 我 们 把 这 种 y 的 最 小 者 记 为 
yo; 这 时 ,作为 a 的 全 序 子 集 ,g[yo] 在 a 中 的 ( 非 严格 的 ) 上 界 就 是 a 的 极 大 
元 .( 按 已 知 条 件 ,a 的 全 序 子 集 在 a 中 有 上 界 . ) 0 

作为 Zorn 引 理 的 应 用 例 ,我 们 用 Zorn 引 理 来 证 明 有 用 的 Tukey 引 理 . 

Tukey 引 理 ” 设 非 空 集 a 具有 性 质 : 

zxEa 工 的 所 有 有 限 子 集 都 属于 a， (3) 
则 a 按 “C”" 有 极 大 元 . 

性 质 (3) 常 被 称 作 “ 有 限 特征 ”. 

定理 2 Zom 引 理 一 Tukey 引 理 . 

证 设 非 空 集 a 具有 性 质 (3). 易 知 a 按 “C" 成 非 空 偏 序 集 . 任 取 a 的 全 
序 子 集 5b. 根据 并 集 的 性 质 : 

rE€b>rCUb, 
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Us 是 5 的 上 界 .只 要 证 明 UbE a , 便 立即 由 Zorn 引 理 知 a 有 C 极 大 元 . 
为 证 U5Ea ,利用 (3) ,要 证 Ub 的 有 限 子 集 都 属于 a. 事实 上 , 因 b 是 己 
全 序 子 集 , 故 Ub 的 任 一 有 限 子 集 必 是 6 的 某 个 元 素 z 的 有 限 子 集 ,( 由 (3) 及 
XEa 知 ) 也 必 属于 a. 0 
作为 Tukey 引 理 的 应 用 例 ,我 们 用 它 来 证 明 选 择 公理 . 
定理 3 Tukey 引 理 一 AC. 
证 设 a 是 由 非 空 集 组 成 的 集 族 ,我 们 要 证 存在 a 的 选择 函数 .为 此 , 作 
5b = |g 1 8g 是 a 的 某 个 子 族 的 选择 函数 | . 
简单 的 验证 便 知 b 具有 性 质 
8 € bg 的 任 一 有 限 子 集 都 属于 6b. 
0 天 好 ( 例 如 ,a 的 独 元 子 族 自然 有 选择 函数 ). 由 Tukey 引 理 知 b 按 “C" 有 极 
大 元 广 剩 下 要 证 Dom(f) =a, 从 而 了 是 a 的 选择 函数 . 反 设 存在 zxEa- 
Dom(). 因 > 天 好 , 故 可 取 yEz 使 FUI(z,y)|1Eb, 从 而 与 了 的 极 大 性 矛 
盾 . 0 
以 上 三 个 定理 的 循环 论证 ,让 我 们 见 到 事实 : 
选择 公理 (AC) ** Zorn 引 理 ** Tukey 引 理 . 
从 另 一 角度 来 看 选择 公理 , 它 不 过 是 让 我 们 肯定 某 种 极 大 元 的 存在 性 .为 
加 深 这 种 印象 ,让 我 们 来 看 选择 公理 的 又 一 重要 等 价 命题 : 
Hausdorff 极 大 原理 ” 偏 序 集 的 任 一 链 (全 序 子 集 ) 皆 可 扩张 成 极 大 链 . 
( 偏 序 集 a 的 链 5 为 极 大 , 指 a 中 不 存在 更 大 的 链 < 二 6. ) 
定理 4(Zorn 引 理 ** Hausdorff 极 大 原理 ). 
证 (一 ) 设 6 为 偏 序 集 a 中 的 链 . 为 用 Zorn 引 理 证 明 b 的 极 大 扩张 的 存 
在 性 , 作 
P= |c 活 5b1c 为 a 中 链 |.(P 关 名 ,例如 bE P.) 
《P, 己 ) 是 偏 序 结构 (不 同 于 原 偏 序 结构 (a, < )),P 的 极 大 元 若 有 , 便 是 所 求 
的 5 的 极 大 扩张 . 
任 取 PP 中 链 p.p= 时 ,P 中 任何 元 素 都 是 p 的 上 界 .p 隆 CC 时 由 并 集 性 
质 知 Up 是 链 p 的 上 界 : 
Ep>rCUp. (4) 
因 p 是 P 中 链 , 故 Up 是 a 中 链 , 且 Up 刁 b( 由 (4) 及 P 的 定义 即 知 ). 这 说 明 
UpEP, 从 而 可 由 Zorn 引 理 断 言 P 的 极 大 元 存在 . 
(一 ) 设 非 空 偏 序 集 a 的 任 一 链 在 a 中 有 上 界 . 现 利用 Hausdorff 极 大 原 
理 将 a 中 某 个 链 ( 例 如 多 ) 扩 张 成 为 a 的 极 大 链 b. 设 zx 是 在 a 中 的 上 界 , 则 
工 就 是 a 的 极 大 元 . 事实 上 , 反 设 z 不 是 极 大 元 , 则 有 yE a 使 z<y, 于 是 
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65U {yl 也 成 了 a 中 链 ,这 与 6 的 极 大 性 矛盾 . 0 

练习 1 直接 用 Zorn 引 理 证 明 选 择 公理 (AC). 

练习 2 (Tukey 引 理 的 重要 应 用 例 ) 任 何 向 量 空间 都 有 基底 (向 量 空间 
概念 可 参见 线性 代数 教科 书 ). 

至 此 ,我 们 已 得 到 选择 公理 (AC) 的 如 下 等 价 形式 : 

AC1 (等 价 类 的 代表 集 的 存在 性 ). 

AC2 ( 单 值 化 原则 ). 

AC3 ( 单 射 原则 ). 

AC4 (乘积 定理 ). 

WO 〔 良 序 原理 ). 

势 可 比较 原理 . 

Zorn 引 理 . 

Tukey 引 理 . 

Hausdorff 极 大 原理 . 
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1938 年 ,Gadel 证 明了 ZFC 相对 于 ZF 的 无 矛盾 性 :车 ZF 无 矛盾 , 则 添加 
选择 公理 后 的 ZFC 也 无 矛盾 .这 一 重要 结论 告诉 人 们 ,使 用 选择 公理 是 相对 
安全 的 .这 是 使 选择 公理 在 经 过 激烈 争论 之 后 得 到 普遍 承认 的 重要 原因 之 一 . 

1924 年 ,Banach 与 Tarski 证 明了 分 球 定理 ,该 定理 利用 选择 公理 做 成 了 
这 样 一 件 奇 事 :一 个 球 被 剖 分 成 若 于 部 分 后 经 重新 安排 竟 能 变 成 两 个 与 原 球 
尺寸 相同 的 球 .这 一 奇 论 在 一 段 时 间 内 引起 了 对 选择 公理 的 怀疑 .但 在 实际 
上 ,该 定理 的 结论 虽 与 人 们 关于 “测度 "的 直觉 相悖 , 却 并 不 导致 任何 数学 悖 
论 , 更 不 可 能 把 一 个 金 球 变 成 大 小 和 重量 与 原来 金 球 一 样 的 两 个 金 球 .[@] 

下 面 的 例子 告诉 我 们 :原本 不 用 选择 公理 可 以 证 明 的 一 些 结论 , 若 使 用 选 
择 公理 , 则 证 明 大 为 简化 . 

例 1 设 a 为 无 限 集 .用 [a 了 表示 a 的 元 素 的 无 序 对 的 全 体 (a? 是 a 的 
元 素 的 有 序 对 的 集 ). 用 选择 公理 立即 可 得 下 面 的 结论 : 

落 存 在 单 射 f:a2->a, 则 存在 单 射 g:[a]?-~a. (1) 
事实 上 ,将 g(|z,yj, 取 为 F(z,y) 与 f(y,z) 二 者 中 的 任 一 个 便 得 到 所 需 
要 的 单 射 g. 

例 1 中 结论 (1) 的 成 立 实际 上 并 不 需要 选择 公理 .但 不 用 选择 公理 ,该 命 
题 的 证 明 可 不 是 那么 简单 直接 .[83] 可 尝试 思考 一 下 (不 必用 过 多 时 间 ): 能 否 
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找到 不 用 选择 公理 证 明 结 论 (1) 的 简单 方法 ? 

选择 公理 具有 相对 于 ZF 的 无 矛盾 性 ,并 不 是 人 们 普遍 接受 它 的 最 重要 
的 原因 . 同 是 1938 年 ,Gadel 证 明了 连续 统 假设 相对 于 ZF 也 是 无 矛盾 的 ;但 
连续 统 假设 与 选择 公理 的 地 位 并 不 一 样 :人 们 一 般 不 把 该 假设 作为 公理 使 用 . 

有 利于 选择 公理 的 更 重要 的 因素 是 :现代 数学 的 各 个 分 支 都 很 难 离开 选 
择 公理 .拒绝 选择 公理 ,拓扑 学 则 失去 了 重要 的 TnxoHos 定理 ,代数 学 则 要 面 
对 无 基底 的 向 量 空间 , 泛 函 分 析 则 证 不 出 Hahn-Banach 定理 ,甚至 “实数 集 R 
是 它 可 数 个 可 数 子 集 的 并 ”也 并 非 错 话 …… 没 有 选择 公理 ,对 集 论 本 身 的 影响 
就 更 大 了 .例如 ,丢掉 选择 公理 ,表示 集中 元 素 多 少 的 势 , 竟 不 一 定 能 比 大 小 . 
( 见 8$9.2 定理 3.) 

关于 用 其 他 公理 (例如 决定 公理 ) 代 替 选 择 公 理 的 研究 ,可 参见 [82] 第 9 
章 . 

作为 选择 公理 在 数学 中 的 一 个 重要 典型 应 用 ,下 面 就 一 般 集 上 的 滤 子 概 
念 来 建立 滤 子 扩张 原则 .( 关 于 N 上 滤 子 的 概念 见 4.4.1.) 

滤 子 概念 是 集 论 中 初等 而 重要 的 概念 . 若 集 a 的 子 集 族 F(C29(a )) 满 足 
下 面 的 条 件 1 ,2" ,3 , 则 叫做 a 上 滤 子 : 

1” QEF,a€EF. 

2” 若 0b,cEF, 则 6mncEF. 

3” 车 bCcCa 且 bEF, 则 cEF. 

车 a 上 滤 子 下 又 满足 下 面 的 条 件 4, 则 叫做 a 上 超 滤 : 

4° VbCa (bEFV(a-b)EF). 

车 a 上 超 滤 下 还 满足 下 面 的 条 件 5°, 则 叫做 a 上 自由 超 滤 或 非 主 超 小: 

5” a 的 有 限 子 集 FF. 

例 2 设 a 是 无 限 集 .a 的 子 集 族 F,= 15Cala 一 b 是 有 限 集 | 是 a 上 滤 
子 , 满 足 条 件 1° ,2° ,3*. 

例 3 任 取 zoEa, 则 a 的 子 集 族 Fs =15Calzo€b1 满 足 条 件 1° 一 4"， 
故 是 a 上 超 滤 . 因 | zolE F;,, 故 FF 不 满足 条 件 5". Fz 叫做 a 上 主 超 滤 . 

超 滤 具 有 极 大 性 : 设 下 是 a 上 超 滤 , 则 不 存在 a 上 更 大 的 超 滤 G 忆 下 . 事 
实 上 , 反 设 有 这 样 的 G, 则 存在 bEG -下 ,这 时 bKF;b 与 a -6 同时 在 C 
中 ,导致 必 =b 门 (a -5)EG, 与 条 件 1° 矛 盾 . 

滤 子 扩张 原则 设 Fo 是 a 上 滤 子 , 则 存在 a 上 超 滤 F 汪 Fo 

定理 1 Zom 引 理 一 滤 子 扩张 原则 . 

证 设 Fo 是 a 上 菜 个 滤 子 . 按 运用 Zorn 引 理 的 一 般 程 序 , 需 要 找 一 个 
合适 的 偏 序 集 . 作 
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P=1GDD FolG 是 a 上 滤 子 }. 
现 需 要 证 明 P 有 极 大 元 .为 了 对 偏 序 结构 (P, 己 ) 利 用 Zorn 引 理 , 任 取 PP 的 
链 L ,证明 工 在 P 中 有 上 界 . 
上 = 时 ,P 中 任何 元 素 ( 例 如 Fo) 都 是 工 的 上 界 . 
L 关 CB 时 ,L 在 P 中 的 上 界 就 是 UL ,证 明 如 下 . (注意 L 中 元 素 都 是 a 上 
滤 子 .) 
首先 ,UL 是 滤 子 : 
1” BKUL 而 a€ UL, 这 是 因为 上 的 任 一 成 员 G 都 是 滤 子 ,都 有 GE 
/G 而 a€G. 
2” 设 b,cEUL, 则 有 G1,G2EL 使 5E G1,cE G2. 因 上 是 链 , 不 妨 设 
GiCGs; 这 时 有 b,cE G2,b 门 cE G2, 进 而 6b 由 cEUL. 
3” 设 bCcCa 且 bEUL, 则 有 GEL 使 bEG; 因 G 是 滤 子 , 故 cE€ 
G, 进 而 cEUL. 
既然 UL 是 滤 子 , 且 UL 汪 Fo( 由 了 的 定义 知 L 的 成 员 都 以 Fo 为 子 集 )， 
说 明 ULEP. 再 注意 
GEL 一 GCUL (并 集 性 质 )， 
便 知 UL 是 L 在 P 中 上 界 .至 此 可 按 Zorn 引 理 断言 P 存在 极 大 元 . 设 已 的 某 
个 极 大 元 是 下 , 则 极 大 滤 子 正 ( 忆 Fo) 即 为 所 求 的 超 滤 , 其 根据 是 下 面 的 命题 
区 0 
命题 1 若 a 上 的 滤 子 下 是 极 大 滤 子 , 则 一 定 是 a 上 超 滤 : 
VbCa(lb€EFV(a-b)€F). (2) 
证 滤 子 下 是 a 上 极 大 滤 子 , 指 不 存在 a 上 滤 子 GF 且 G 关 FF. 为 证 明 
(2) 成 立 , 设 5Ca 且 65KF, 只 要 证 明 a 一 bE 下 便 可 . 令 
G=lrCalpUzreEFl. 
G 是 a 上 滤 子 : 
1 YEG (bUGKF),aEG (bYUa(=a)EF); 
2 设 r,yEG, 即 565UzrEF 且 5bUyEF, 这 时 有 工人 站 yEG, 因 为 
bU(rNy)= (6UrN(G Uy EF; 
3” 设 IEG 且 rzCyCa, 则 yEG, 因 为 
bUy(IDbUz)EF. 
既然 G 是 a 上 滤 子 ,上 且 G 防 F( 每 当 zEF 时 bUzrEF, 故 也 有 zxEG), 由 下 
的 极 大 性 得 G= 下 .最 后 , 易 见 a -bEF( 因 bU(a-b)=a€F, 故 a-b€ 
(G=)F). 0 
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集 a 的 子 集 族 G 具有 “有 限 交 性 质 ", 是 指 G 中 任意 (个 数 二 1 的 ) 有 限 个 
成 员 的 交 都 不 是 空 集 . 

由 滤 子 的 性 质 1° 与 2" 知 任何 滤 子 都 具有 限 交 性 质 .反之 ,具有 有 限 交 性 
质 的 a 的 子 集 族 不 一 定 是 滤 子 ,但 总 可 以 扩张 成 为 a 上 滤 子 ;这 只 要 把 族 中 
任意 有 限 个 元 素 的 非 空 交 ,连同 比 这 些 非 空 交 更 大 的 (a 的 ) 子 集 全 部 放 在 一 
起 , 便 形成 一 个 滤 子 . 

命题 2 设 集 a 的 子 集 族 G 具有 有 限 交 性 质 : 

Ya,an EG (a fl Na, #8), 
则 存在 a 上 滤 子 FG. 
证 记 F={rzCal3jar…,an€EG(z 沪 a 人 … 人 a,)1. 易 知 F 有 OG: 
rEG>rEF, 
且 容 易 验 证 下 是 滤 子 .以 滤 子 条 件 2" 为 例 : 设 z,yE 下 ,这 时 有 a1,…,an,b1， 
…,bmEG 使 
Zan Nan, yDb NN bm, 
于 是 z 站 yy 二 ai 站 mas 人 on no, 从 而 z 站 >yEF. 口 

有 了 命题 2, 滤 子 扩张 原则 现 有 下 面 更 一 般 的 形式 ( 它 仍 是 选择 公理 的 推 
论 ). 

滤 子 扩张 原则 ” 设 a 的 子 集 族 G 具有 有 限 交 性 质 : 

VananE Ga 站 *% NN an #2), 
则 存在 a 上 超 滤 F 二 G. 
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集 论 中 ,基数 理论 是 建立 在 精巧 的 序数 理论 基础 上 的 .基数 被 定义 为 一 种 
特殊 的 序数 ,并 有 自己 的 算术 运算 规则 .有 了 基数 概念 ,第 六 章 中 势 的 概念 便 
可 在 ZFC 系统 内 精确 化 ,具体 化 . 
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日 常用 语 中 ,基数 是 指 “ 用 于 表示 事物 个 数 的 数 "[84] 或 “作为 计算 标准 的 
数目 "[85] ,用 于 计数 的 基数 与 用 于 编号 的 序数 在 概念 上 是 不 同 的 . 对 于 有 限 
集 , 自 然 数 既 可 用 于 表示 次 序 , 又 可 用 于 计数 ;但 一 进入 超 穷 世 界 , 情 况 则 比较 
复杂 .第 六 章 中 曾 讨论 了 势 的 比较 , 即 集 间 大 小 的 比较 .但 究竟 如 何 计数 ,该 章 
并 未 涉及 .既然 自然 数 这 样 的 有 限 序数 能 用 于 计数 ,那么 自然 要 问 : 超 穷 序数 
能 否 用 于 计数 ? 考察 一 下 已 见 过 的 超 穷 序数 不 难 发 现 ,并 非 所 有 序数 都 适合 
作为 计数 标准 ,例如 ,w+ 1l,ow +2 等 序数 就 不 适合 ,因为 : 

w<wt+l<w+2, 
但 却 有 
ww+l、~o+2. 

人 们 最 终 选择 了 一 种 特殊 的 序数 作为 计数 的 标准 , 那 就 是 相互 等 势 的 序 
数 中 的 最 小 者 . 

定义 1( 基 数 (cardinal)) 序数 < 叫做 基数 ,如 果 它 满足 

Va < «(a Fw«). 

基数 既是 一 种 序数 (E_ 良 序 的 可 递 集 ), 就 具有 序数 的 全 部 性 质 ; 例如 基 
数 之 间 也 是 用 E 比较 大 小 的 (< 与 从 通用 ) ,由 基数 组 成 的 集 是 E- 良 序 集 ,等 
等 .基数 有 别 于 其 他 序数 , 它 与 比 它 小 的 序数 不 等 势 ,所 以 又 被 称 作 起 始 序数 
(initial ordinal) . 

w+ 1 不 是 基数 ,因为 它 与 比 它 小 的 w 等 势 .同样 ,w+2 与 w+3 等 都 不 
是 基数 . 

命题 1 自然 数 是 基数 . 

证 设 nEw. 为 证 是 基数 , 任 取 a<n( 当 然 a 关 n). 因 n 是 可 递 集 ， 
故 由 aEn 知 aCn, 这 说 明 a 是 ”的 真子 集 . 由 鲍 笼 原理 (3.6.3 命题 1) 知 a 
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Kn. 0 
命题 2 w 是 基数 . 
证 任 取 n<w. 为 证 nw, 反 设 n 伟 w; 这 时 由 nCn+1Cw 及 $6.3 
引 理 1 知 n+ 1xn ,与 铝 笼 原理 矛盾 . 口 
w 作为 基数 出 现时 常 写 成 wo 或 No. 


我 们 希望 有 比 w 更 大 的 基数 .但 w+1,w+2 以 至 所 有 w+n(nE€w) 都 
不 是 基数 . 

练习 1 证 明 w'2(=w+w) 不 是 基数 . 

练习 2 证 明 w?(=w*w) 不 是 基数 . 

有 没有 比 w 更 大 的 基数 ? 下 面 的 关键 命题 对 此 作 了 肯定 的 回答 . 

命题 3 任意 集 a 的 Hartogs 数 a* =|BI1B<a| 是 基数 . 

证 由 $8.5 引 理 1 知 a’ 是 序数 .为 证 a 是 基数 , 任 取 BEa’*( 即 8<< 
aq), 易 知 BXa?* .事实 上 ,车 Ba” , 则 导致 a* <a,a’ Ea *. 0 

集 的 Hartogs 数 在 $ 8.5 中 是 为 集 建立 号 码 库 而 引进 的 ,现在 又 为 我 们 提 
供 了 产生 更 大 基数 的 方法 ( 见 下 面 定理 1). 

如 不 说 明 ,x ,4 ,py,v 等 希腊 字母 自动 表示 基数 . 

命题 4 1” kA ex= 和. 

2” kx<A xk SA. 
3° k<h wx<A. 

证 1” 由 基数 定义 ,X<x 一 4x. 另 一 方向 的 蕴涵 用 等 词性 质 . 

2” 设 kx<4. 为 证 x 三 4, 反 设 A<xk; 这 时 有 ACx,A<wxk. 由 Cantor- 
Bernstein 定理 ($6.3 定理 ) 知 4A, 这 与 < 是 基数 矛盾 .反方 向 的 北 涵 更 简 
单 : 

<<A 一 “CA 一 “< 1. 

3” 由 2° 即 得 . (注意 x<X 表示 << 但 kXKX.) 0 

定理 1 比 « 大 的 最 小 基数 是 x*(=1B|Bx| , 即 x 的 Hartogs 数 ). 

证 ”由 命题 3 知 k! 是 基数 .x<k* 是 因为 kx( 所 以 xEx').k' 是 比 
k 大 的 最 小 基数 ,最 小 性 来 自 事 实 : 


A<<kr> 和 A xk 一 A 三 x.( 后 一 步 用 了 命题 4(2°).) 0 
反复 用 定理 1, 可 由 wo(=w) 出 发 得 到 一 个 比 一 个 更 大 的 基数 : 
WO ,olyo2 ynyanriy (1) 
其 中 w+1= wn- 


是 否 有 比 (1) 中 列 出 的 更 大 的 基数 ? 下 面 的 命题 5 提供 了 寻找 更 大 基数 
的 又 一 种 方法 . 
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命题 5 设 集 a 的 元 素 都 是 基数 , 则 Ua 也 是 基数 , 且 是 a 的 最 小 上 界 . 
证 由 $8.2 命 题 2 知 Ua 是 序数 , 且 是 a 的 最 小 上 界 ; 故 只 用 证 Ua 是 
基数 便 可 , 即 只 用 证 a€ Ua 时 , 便 有 a 关 Ua.a€E Ua 时 ,有 xkEa 使 Ex， 
于 是 cCxCUa. 这 时 若 有 csUa, 则 axe( 由 $6.3 引 理工 知 ), 这 与 < 是 
基数 矛盾 . 0 
(1) 中 所 列 的 可 数 个 基数 中 没有 最 大 的 . 现 令 
wo =U {wln€ owl. 
按 命题 5,w 也 是 基数 , 且 比 每 个 wn 都 大 .以 w 为 新 的 起 点 ,又 可 反复 应 用 
定理 1 得 到 一 个 比 一 个 更 大 的 基数 . 
更 一 般 地 ,有 了 定理 1 与 命题 5, 我们 可 让 每 个 序数 a 联系 着 一 个 超 限 基 
数 wu: 
wo = w. 
warl = wi(= 1B1B < wl). 
wa =U {wl7<al, 
这 里 a 是 极限 序数 . 
练习 3 证 明 每 个 wo 都 是 基数 . 
练习 4 证 明 :a<B +* w,< wp 
练习 5 证 明 a<w,. 
ws 也 写作 只 。. 只 系列 是 否 把 所 有 超 限 基数 包揽 无 遗 ? 回答 是 肯定 的 . 
定理 2 每 个 比 w 大 的 基数 一 定 是 某 个 只 。, 即 we. 
证 任 给 基数 <, 都 可 作 集 
=18 和 “cixc 委 op|. 
因 < 入 we( 练 习 S5), 故 <E0, 这 说 明 5 天 杂 . 记 中 最 小 序数 为 c, 下 证 <= wo， 
这 是 所 要 的 结果 . 
因 a€6, 故 x 过 w。. 现 只 用 证 xKw。 便 可 . 反 设 << wo, 则 总 有 矛盾 (对 = 
归纳 ): 
a=0,<<ow0, 这 与 定理 的 前 提 矛 盾 ; 
a=B+1 时 ,B<a<<k( 因 a€65), 且 因 反 设 << wp+1, 这 时 只 能 有 x 二 wp 
(注意 wp+1 是 比 wg 大 的 最 小 基数 ) ,这 导致 8Eb5 ,与 a 在 b 中 的 最 小 性 矛盾 ; 
a 是 极限 序数 时 , 按 w。 的 定义 ,<< we 导致 有 某 个 yY<a( 适 <) 使 << wy， 
这 导致 YE6 ,又 与 a 在 6 中 的 最 小 性 矛盾 . 0 
按照 定理 2, 所 有 比 w 大 的 超 穷 基数 分 成 两 类 : 
定义 2( 后 继 基 数 与 极限 基数 ) wo+l 叫 做 we 的 后 继 基数 ( successor 
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cardinal). a 是 极限 序数 时 , w。 叫做 极限 基数 (limit cardinal). (人们 有 时 把 w 
也 叫做 极限 基数 . ) 

w。 作为 序数 ,不 管 它 是 后 继 基数 还 是 极限 基数 ,都 是 极限 序数 . 

练习 6 证 明 超 穷 基 数 都 是 极限 序数 . 

基数 由 小 到 大 排列 如 下 : 

101 
把 全 体 基 数 构成 的 基数 宇宙 记 作 Cn. 假如 Cn 是 集 , 则 由 命题 5 知 UCn 也 是 
基数 , 且 是 比 所 有 基数 都 大 的 最 大 基数 ;但 我 们 知道 最 大 的 基数 是 不 存在 的 ， 
例如 基数 的 后 继 基数 比 该 基数 更 大 . 这 就 是 Cantor 悖 论 . 导致 悖 论 的 原因 在 
于 假定 了 Cn 是 集 .Cn 不 是 集 而 是 真 类 . 

定理 3(Cn 上 的 超 限 归纳 法 ) ”假设 下 式 成 立 : 

Vx«(VA< kbp(A) 一 户 (c))， 

那么 便 有 Yep(c). 

证 ” 逐 字 逐 句 翻译 $8.4 定理 1(On 上 的 超 限 归纳 法 ) 的 证 明 ,只 要 把 该 
证 明 中 的 ec,B 分 别 全 部 改 为 x ,4 便 可 . 0 

有 了 基数 的 概念 , 便 可 将 基数 用 于 计数 ,用 于 计算 给 定 的 集中 的 元 素 的 多 
少 .我 们 把 这 种 计数 理解 为 拿 给 定 的 集 与 基数 比较 ,看 该 集 与 哪个 基数 等 势 . 
就 是 说 ,把 集 的 元 素 个 数 定义 为 与 该 集 等 势 的 基数 ,并 把 这 个 基数 叫做 该 集 的 
基数 .用 符号 说 , 集 a 的 基数 ,用 |a | 表示 , 指 与 a 等 势 的 基数 ; 即 : 若 a 与 < 等 
势 , 则 说 a 的 基数 |a| 等 于 .更 简单 的 说 ， 

arkr lal=k. 
由 此 即 知 
lal=lblma~b. 
axn€Ew 时 , 即 a 是 有 限 集 时 ,la|=n. 这 时 |(a)|=2"(§6.1 练 习 4). 由 
$6.1 例 1 及 $6.3 例 2 知 
1Z1=1QI= wo. 

现在 要 问 : 任 给 集 a,|a| 是 否 一 定 都 有 意义 ? 也 就 是 问 :对 任意 集 a ,是 
否 一 定 存在 某 个 基数 < 使 <, 从 而 |a| =“? 

定理 4 良 序 原理 全 任意 集 都 有 基数 . 

证 (一 ) 任 取 集 a. 利用 良 序 原理 使 a 成 为 良 序 集 .由 $8.3 定理 1 知 存 
在 序数 c~a, 与 a 等 势 的 序数 的 最 小 者 就 是 |a|. 

(一 ) 假 设 对 任意 集 a ,|a| 都 有 意义 , 即 存在 < 使 < 一 <, 于 是 存在 < 到 a 
的 双 射 ,这 个 双 射 用 x 的 良 序 “E "诱导 了 a 的 良 序 .( 参 见 $7.3 练 习 2.) 口 

定理 4 让 我 们 得 到 了 选择 公理 的 又 一 等 价 形式 :任意 集 都 有 自己 的 基数 . 
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这 个 定理 的 证 明 不 难 , 但 意义 重要 ; 它 说 明 : 选 择 公理 是 否 成 立 , 良 序 原理 (“ 凡 
集 皆 可 良 序 ”) 是 否 成 立 , 关 系 到 对 任意 集 进 行 计数 的 可 能 性 ,关系 到 是 否 可 用 
与 基数 等 势 的 方式 计算 任意 集 的 元 素 多 少 . 

以 后 , 当 我 们 对 任意 集 a 谈论 并 使 用 它 的 基数 |a | 时 ,意味 着 使 用 了 选择 
公理 . 

练习 7 证 明 : 

1° a<b— lal<lbl, 

2° a<b— lal<lol. 

练习 8 设 aCn(Ew), 但 a 关 n. 证 明 存 在 m<n 使 la|=m. 


$10.2 基数 算术 


在 讨论 基数 运算 之 前 ,作为 关于 基数 的 超 限 归 纳 法 ( $ 10.1 定理 3) 的 应 
用 例 ,我 们 先 来 建立 超 穷 理论 的 一 个 重要 基本 事实 一 一 Hessenberg 定理 . 
§6.1 例 1 与 $56.3 命题 2 是 这 个 定理 的 特殊 情形 . 

定理 1(Hessenberg) xk 宇 w kX kk. 

证 设 k 写 w. 为 利用 Cantor-Bernstein 定理 ($6.3 定理 1), 首 先 注 意 

kkXxioCexx， 

这 说 明 <<<xw. 下 面 对 x( 宇 w) 归 纳 证 明 x Xx<x 便 可 . 

§6.1 例 1 与 36.3 例 1 已 建立 了 事实 :wxXw~w, 这 是 归纳 的 起 步 . 

归纳 假设 :w<X4<x« 时 ,有 

AxA<A. (1) 

为 证 xxXk<k, 先 在 xxx« 中 建立 良 序 ( 也 用 “< "表示 ). (想法 是 : 先 把 x Xx 
拉 成 一 条 线 , 然 后 与 < 比较 . ) 任 取 a1 ,Bi,a2, PEx. 若 以 下 三 个 条 件 之 一 成 
立 , 则 说 (a1,B1)<a2,B): 

1 maxlal,Bil <max|a2,Ba}, 

2° maxlal,Bi|l =maxlaz,B2| ,但 a1<a2, 

3° maxlal,Pil=maxlaz,By|, 且 a1=az, 但 Bi<p. 
x 作为 序数 的 良 序 性 决定 了 上 面 定义 的 序 在 <xwx 上 的 良 序 性 .x xx 有 了 和 良 
序 , 按 $8.3 定理 1, 惟 一 存在 序数 7 与 之 同 构 : 

Yrxx. 

(我 们 看 到 :cxw 与 之 间 的 比较 现在 转化 为 < X « 的 替身 7 与 < 的 比较 . ) 

下 证 Y<k. 反 设 x<Y, 这 时 取 y 到 x Xx 的 同 构 映射 有 ,并 设 

Ge) = (a,B),a,B<«. 


人 10.2 基数 算术 “03… 


由 了 了 的 保 序 性 知 , 若 把 良 序 集 <x 中 以 (a ,8) 为 端点 的 前 段 记 作 A , 则 有 
“< 衬 A.(“ 前 段 " 在 同 构 之 下 保持 . ) (2) 
因 基数 x 作为 序数 一 定 是 极限 序数 ( $ 10.1 练习 6), 故 由 a<x 及 $8.2 命题 
3 知 
atl<wx, (3) 
显然 a 或 B 生 w, 否 则 以 (a ,8) 为 端点 的 前 段 A 成 了 有 限 集 , 不 会 与 < 同 构 ， 
从 而 与 (2) 矛 盾 .于 是 有 


vlat+ll<atl. (4) 
有 了 (3) 与 (4), 便 可 以 用 归纳 假设 (1) 得 
lat+llxla+1l<la+t+1l. (5) 


现 不 妨 设 B<a(a,p 谁 大 ,与 下 面 的 证 明 无 关 ), 这 时 有 (a,B)E€ lat+1)x 
(a+1); 而 前 段 A 以 (a,B) 为 端点 ,于 是 


AC(at+l1)x(a+l)(~la+1lxla+11). (6) 
依次 用 (2),(6),(5) 便 得 < 和 |a +1| ,进而 得 < 之 la+1| 之 c+1, 这 与 (3) 矛 
盾 , 至 此 已 证 明 yk, 进而 得 Y<k,xk Xk 和 <k. 0 
将 定理 1 用 到 实数 集 R, 有 
IRIxIR IIRI, 
RXRER. 


这 就 是 说 ,平面 上 的 点 和 直线 上 的 点 一 样 多 .进一步 可 知 n 维 空间 R" 中 的 点 
和 直线 上 的 点 一 样 多 (参见 $6.3 命题 2). 

下 面 定义 基数 的 算术 运算 . 

类 似 于 序数 运算 ,基数 算术 运算 是 自然 数 运算 的 另 一 种 推广 与 扩张 .基数 
运算 与 序数 运算 是 不 同 的 . 本 书 在 符号 上 不 加 区 别 , 需 要 在 具体 场合 注意 鉴 
别 . 

定义 1( 基 数 加 法 与 乘法 ) ”基数 的 加 法 与 乘法 ,用 + 与 “表示, 分别 由 以 
下 一 式 定义 

x+A=lIxcxloUAxil， 
csA=IcxhAl， 
二 式 右 边 的 “ x " 仍 表示 集 的 Cartesian 积 . 

下 面 的 练习 1 告诉 我 们 , 当 定义 1 中 的 加 与 乘 限制 于 自然 数 时 ,与 自然 数 
原 有 的 相应 运算 是 一 致 的 . 

练习 1 设 mm,mEow. 证 明 : 

1 mx101Unx|1l 守 m+n( 右 边 "+" 指 自然 数 加 ). 

2” mxXn 守 mn( 右 边 “…" 指 自然 数 来 ). 
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练习 2 设 w 之 w. 证 明 : 
1” k+l1=x«. 
2” k°l=«k. 
基数 加 法 与 乘法 满足 交换 律 结合 律 与 分 配 律 .以 分 配 律 为 例 : 
KE (AM+A)=< AT+E AR 
成 立 的 理由 是 
kxlAMxioUpnxitll=exGOaxfioUpnxf) 
«xx(Ax{0) Ux x (px {11) 
~ (xxA)x {OU (exp)x {1 
(rx*A)X{IOU (x p) x {1}. 
以 上 各 步 用 了 以 下 事实 : 
1alsa， 
ab 一 cxascxb， 
ax(bU)~axbUaxe, 
ax(bxc)~(axb)xe. 
此 外 ,验证 其 他 各 律 还 要 用 事实 : 
a~ax 10}, 
ax {0 ~ax {1}, 
a Xb 之 4b Xa, 等 等 . 
有 了 基数 乘法 的 概念 ,定理 1 可 写成 : 
定理 1 (Hessenberg) wx 二 w 时 kk*k=k. 
注意 文献 中 出 现 如 = < 时 ,x? 不 表示 x X k(Cartesian 积 ) 而 表示 x*x. 
有 了 Hessenberg 定理 ,立即 可 得 超 穷 基数 的 基本 计算 公式 . 
定理 2( 基数 计算 基本 公式 ) 设 < 这 w 且 “二 ), 则 有 : 
1” kx+A=k. 
2” xkx*A=x (XA>0). 
证 X=1 时 见 练习 2. 公 式 1° 当 4=0 时 显然 成 立 . 
下 设 4 过 2. 我 们 有 
«~ «x {0 
Cxx10l U4x {1 (此 项 基数 为 x + 4) 
CexioUexii 
=kX2 
Cx XX (此 项 基数 为 < 4) 


CecXxkc- 
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由 Hessenber 定理 知 以 上 各 式 右 端 皆 与 < 等 势 , 基 数 皆 为 <. 口 

下 面 是 一 个 关于 基数 计算 的 常用 结论 , 它 是 可 数 集 的 一 个 相应 性 质 的 推 
广 ( 见 §6.4 可 数 集 性 质 7). 

定理 3 设 x 之 w, 且 对 每 个 a<x« 都 有 |a。|<<«, 则 

1Us<cae | 之“ 

证 因 a 和 ec( 注 意 co 一 |ao| 和 <), 故 对 每 个 c 都 可 取 a。 到 x« 的 一 个 单 

射 扩 .利用 这 些 f 定义 映射 F:U。<as 一 cxc 如 下: 
Vr EUcras, f(r) = (a,f(z)), 
其 中 a 取 为 使 z Ea。 的 最 小 a. f, 是 单 射 决 定 了 了 是 单 射 . 由 $10.1 
命题 4(2") 知 
1IUs<sas Is Le Xk1= «. 0 

下 面 定义 基数 的 指数 运算 . 

定义 2( 基 数 的 指数 运算 ) 心 = | 和 | ,其 中 =f FF 一 < 

基数 的 指数 运算 与 序数 的 指数 运算 ( $8.4 例 3) 是 不 同 的 两 种 运算 ,但 它 
们 与 通常 的 自然 数 指数 运算 都 是 一 致 的 .例如 ,3 到 2 的 映射 共有 8 个 , 故 
23= |1321=8. 一 般 ,|"m | = xz (右边 是 自然 数 的 指数 运算 ). 

wk 和 等 字母 自动 用 来 表示 基数 , 故 必 自动 表示 基数 的 指数 运算 而 不 是 序 
数 的 指数 运算 . 

命题 1 以 和 = 人 (OA 天 0). 

证 容易 验证 以 下 事实 : 

1 ab CN avb > ‘axbs 

2” ap= 纪 时 ,*U4cec x tc; 


3 (tc). 


于 是 有 

Atpe 和 4*l0lUpxlllye (由 1° 及 + 的 定义 ) 
二 hxiolk x pxlllje (由 2°) 
Me X te (由 1°) 
XK (由 定义 2) 
pt. (由 的 定义 ) 

s(1) Ce) (由 1°) 
oe (由 3°) 
a 0 


练习 3 设 <>0. 证 明 : 
1 > 一 有 Per 
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2 eA>p. 

下 面 的 命题 给 出 了 基数 指数 运算 的 基本 公式 . 

命题 2 设 2<x<<4, 且 4 三 w, 则 有 

=2=19(4)1. 
证 对 每 个 映射 f: -~), 有 CAx1. 于 是 2C98(AxA). 我 们 有 
2ChkCACPA XA TFA) LT.2, 
上 面 最 后 一 步 用 了 $6.1 命题 1. 现 用 $6.3 引 理 1 得 
ke 2 F(A). 0 

有 了 基数 的 概念 之 后 ,让 我 们 回 到 连续 统 假设 . 现 问 :实数 集 R 的 基数 
|RI(=2%) 究 竟 有 多 大 ? (也 就 是 问 :直线 上 有 多 少 个 点 ?)Gadel 与 Cohen 的 
研究 成 果 表 明 , 按 现 有 集 论 的 基数 理论 ,对 上 述 问题 无 法 给 出 明确 回答 . 

下 面 是 用 基数 语言 表述 的 连续 统 假设 ( 即 Cantor 猜想 ). 

CH( 连 续 统 假设 ) 2%= wl. 

假设 中 的 w1=w* = 1818<w| 是 比 w 大 的 最 小 基数 ( 即 第 一 不 可 数 基 
数 ), 它 由 所 有 可 数 序数 (包括 自然 数 ) 组 成 . 

对 一 般 基 数 w , 因 ws 过 9 (w)~%…2, 故 w。<2%. 现 问 :2% 有 多 大 ? 

GCH( 广 义 连续 假设 Generalized Continuum Hypothesis) VY a(2% = wo +1). 

连续 统 假设 是 广义 连续 统 假设 当 a =0 时 的 特殊 情形 . 

在 不 假设 选择 公理 成 立 的 情形 下 ,广义 连续 统 假设 的 表述 是 : 

Vx(“2 ~ er)， 

其 中 x* =1B|1B<wx| 是 比 超 穷 基 数 x 大 的 最 小 基数 . 

练习 4 比较 以 下 集 的 基数 大 小 ,将 它们 用 疙 或 < 或 最 确切 地 排 成 一 
串 . 这 些 集 是 N,Q,R,C,R-Q 及 al 一 ai, 其 中 

ai 是 有 10 个 元 素 的 某 个 有 限 集 ， 

a=o+r(=1p8Eonl8p<ol)， 

a3=(w), 


a7 为 直线 上 所 有 闭 区 间 , 如 [0,1],[ 一 1,V2],… 构 成 的 集 ， 

as=P(P(P(F(w)))), 

ae 是 数列 rn 的 所 有 子 数列 ,这 里 rn 是 一 已 知 (固定 的 ) 实 数列 ,各 项 彼 
此 不 同 ， 
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ai0 是 数列 zw 的 所 有 子 数列 ,这 里 zs 只 有 10 项 彼此 不 同 ,其 余 各 项 为 一 


常数 ， 
all=RR, 即 定义 在 (一 co,+ co) 上 的 实 函数 的 全 体 ， 


al2=|JERR| 点 点 连续 | . 
10.2 附 序数 与 基数 的 加 乘 运算 的 关系 
序数 的 加 法 与 乘法 的 定义 是 ($8.4 例 1, 例 2): 
a+0=a， 
| +p’ = (e+p) ， 
la+B=U la+7Y17Y< BI( 当 是 极限 序数 时 ); 
a “0=0， 
{ee =a'p8B+a， 
ap8B=Uic':.yly<AHB 当 B 是 极限 序数 时 ). 
在 集 a x 101UBx {1| 中 用 如 下 方式 定义 序 “<”: 


(z,0) < (y,1), (rE€a,y€ Bp) 
(zx,0) < (y,0), (rzEyEa) 
(rl) < 《ys 区 5 (zeEyEp) 


这 样 ,a x |01U BX 1 成 了 良 序 集 , 现 将 它 的 序 型 用 a 外 B 表示 . 按 序 型 的 定 
义 ( 序 型 是 与 该 良 序 集 同 构 的 惟一 序数 ) ,可 验证 以 下 各 式 成 立 : 
aa 四 0= a， 
“四 p = (< 四 p) ， 
和田 B =U ta 田 Y17Y < pl, 当 8 是 极限 序数 时 . 
由 序数 加 法 的 惟一 性 可 得 < 由 8=a+p. 
再 在 集 BXa 中 定义 序 “< "如 下 : 
(zy) < (rz), (zeExzcEp) 
(z,y)< (zy0)， (yEyEa) 
这 样 ,Bx 成 了 良 序 集 , 现 将 它 的 序 型 用 < 〇 Op 表示 .经 验证 ,以 下 各 式 成 立 : 
a@O0 = 0， 
a@OpB' = aOB+a, 
a@B =U la©Oy 17Y < Bi,( 当 为 极限 序数 时 .) 


由 序数 乘法 的 惟一 性 可 得 cOB= a*B. 
从 以 上 讨论 得 出 结果 (以 下 暂且 用 甸 与 © 分 别 表示 序数 的 加 与 乘 ): 
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1 “xiolUaAxillx 申 1. 
2” <XAMAOz. 
由 此 ,关于 基数 的 + ,与 序数 的 四 ,@ 〇 的 关系 ,有 以 下 结论 : 
<+A=lIx< 四 11， 
< .14=1<O)1. 
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为 了 深入 研究 基数 及 其 运算 的 性 质 ,人 们 常 利用 共 尾数 的 概念 . 
若 映射 f:B>a 是 无 界 的 , 即 f 的 值 域 f[B] 在 a 中 无 界 : 
VyrEa3sEp(y 和 (5))， 

则 说 8 与 a 共 尾 . 

例如 ,Ba 时 ,B 必 与 a 共 尾 ,这 是 因为 8 到 a 的 双 射 自然 是 无 界 的 .又 
如 , 当 a 是 后 继 序 数 (a = B+1) 时 ,1 便 与 a 共 尾 ;这 是 因为 : 若 令 F(0) = P， 
则 f 便 是 1 到 a 的 无 界 映射 .(f(0)=B 是 a 中 的 最 大 元 ). 另 外 , 若 8 与 a 共 
尾 ,而 8<Y, 则 Y 也 与 a 共 尾 . 

定义 1( 共 尾数 (cofinality)) ”序数 a 的 共 屁 数 ,用 cf(a) 表 示 , 指 与 a 共 
尾 的 最 小 序数 . 

按 定 义 1, 我 们 知道 : 

1. cf(a) 是 序数 . 

2. 存在 cf(a) 到 a 的 无 界 映射 . 

3. cf(e) 有 最 小 性 ,就 是 说 , 若 B 也 与 a 共 尾 , 则 cf(a)<B. 

另外 , 因 a 当然 与 自己 共 尾 , 故 由 cf(a) 的 最 小 性 知 cf(a) 全 a. 当 a 为 后 
继 序 数 时 cf(a)=1. 因 n(€Ew) 不 与 w 共 尾 , 故 cf(w)=w. 

命题 1 设 B 与 极限 序数 a 共 尾 , 且 是 8 到 a 的 无 界 映射 , 则 

a =U [8]. 

证 首先 有 Uf[B]Ca, 因 a 是 可 递 集 . 

任 取 YEa. 因 f[B] 在 a 中 无 界 , 故 存在 EB 使 f(6)>Y. 由 此 知 YEU 
fp]. 0 

命题 2 cf(a) 到 a 一 定 存在 严格 递增 的 无 界 映射 . 

证 任 取 cf(a) 到 a 的 无 界 映射 g. 用 g 如 下 定义 的 函数 f 是 cf(a) 到 a 
的 严格 递增 的 无 界 映射 : 

f(B) = maxlg(B), U {f(7)+117Y< Bl!, p< df(a). 0 
命题 3 若 存 在 a 到 BB 的 严格 递增 的 无 界 映 射 , 则 cf(a)=cf(B). 
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证 设 f 是 a 到 8B 的 严格 递增 的 无 界 映射 . 

先 证 cf(a)cf(p). 

取 cf(a) 到 a 的 无 界 映射 g. 记 户 = fg:cf(e) 一 8.A 是 无 界 的 ,理由 如 
下 .对 任 一 Bo€ B, 可 取 aoEa 使 f(ao)>pBo(f 的 无 界 性 ); 再 取 YE cf(a) 使 
8(7)>>aolg 的 无 界 性 ). 这 时 有 (注意 f 严格 递增 ): 

h(7) = f(g(7)) > f(a0) > Bo. 

既然 h 是 无 界 的 ,于 是 cf(a) 与 8 共 尾 ; 因 ef(B) 具 有 最 小 性 , 故 cf(a) 之 
cf(B). 


再 证 cf(8)<<cf(a). 
取 cf(B) 到 B 的 无 界 映射 g. 再 构造 cf(B) 到 a 的 无 界 映射 h. 对 任 一 
YEecf(B), 令 
h(Y) = min18 € al(3) > g(7Y)1( 用 了 /的 无 界 性 ). (1) 
任 取 ao€Ea. 因 /(ao)E€B, 由 gg 的 无 界 性 知 存在 BoEcf(B) 使 


&(pBo) > f(a0). (2) 
现 可 断言 h(po)>ao, 从 而 知 h 是 无 界 映射 . 反 设 ao 宇 h (Bo) ,那么 
f(a0) > f(h(Bo)) (了 的 递增 性 ) 


> g(po), (由 及 的 定义 (1), 其 中 取 为 Bo.) 
这 与 (2) 矛 盾 . 既然 :cf(B) 一 a 是 无 界 映射 ,由 cf(a) 的 最 小 性 得 cf(a) 壹 
(8). 0 


推论 1 cf(cf(a))=cf(a). 

证 令 B=cf(a). 由 命题 2 知 B 到 a 存在 严格 递增 的 无 界 映射 ,再 利用 
命题 3 便 可 . 0 

有 了 共 尾 数 的 概念 ,我 们 便 可 用 它 来 深入 研究 基数 . 

命题 4 若 cf(a)=a, 则 a 是 基数 . 

证 设 cf(a)=a. 反 设 a 不 是 基数 , 便 有 B<e 使 p~a, 从 而 有 与 ac 共 


尾 ;此 时 B<cf(a), 与 cf(a) 的 最 小 性 矛盾 . 口 
推论 2 cf(a) 是 基数 . 
证 由 推论 1 及 命题 4 即 得 . 口 


命题 5 对 极限 序数 a ,cf(w。)=cf(a). 特 例 :cf(w。)= 名. 

证 按 命题 3, 只 要 建立 a 到 w。 的 严格 递增 无 界 映 射 便 可 . 

对 任 一 B<a, 令 f(B)= wp,f 即 为 所 求 ,f 的 严格 递增 性 见 $10.1 练习 
4.f[a] 在 w。 中 无 界 ,这 是 因为 对 极限 序数 a 有 w= U {wy|7Y<al. 0 

我 们 知道 << 乡 (ec) “2, 故 x<2". 现 在 可 进一步 断言 : 当 x 之 w 时 ， 
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cf(2*) >«. 为 此 先 要 建立 下 面 重要 的 Konig 引 理 . 
引 理 1(Kinig 引 理 ) 设 k 之 w 且 cf(x)<4, 则 >x. 
证 只 用 证 任意 g:x 一 x 都 不 是 满 射 ,从 而 < 天 心 . 
因 X 之 df(x), 故 存在 无 界 映 射 :4 一 x. 现任 取 a€ 4, 对 任 一 8€ f(a) 
(Ek), 有 
BEx,g(B) EW, (g(B))(a) Ex. 
对 固定 的 a(E4), 令 5=1(g(B))(a)1BEf(a)1.5Cx, 且 自然 有 f(a) 到 4b 
的 满 射 ,于 是 
15 1 过 | f(a) 1< xk. (参见 $6.5, 这 里 用 到 了 选择 公理 ) (3) 
下 面 构 造 h :4 一 « 使 hg[«], 从 而 证 明 g 不 是 满 射 .根据 (3) ,可 设 
h(a) = min(k ~ 6b), a €4. 
现 证 hg[x]. 反 设 hEg[x], 即 存在 BaEx 使 h=g(Bo)Ek. 由 hh 的 定义 
可 得 
(g(Bo))(a)=h(a)go, 
再 由 6 的 定义 知 Bo 之 fa). 因 v 任意 取 自 4, 故 Bo+1 成 了 f[4] 的 上 界 ,这 与 
了 的 无 界 性 矛盾 . 0 
定理 1 若 x 之 w, 则 cf(2*)>k. 
证 反 设 cf(2*) 入 <, 则 由 引 理 1 得 (2“) >2“, 但 (2“) =2“=2“, 厦 盾 . 
0 
推论 3 2" 天 wu. 
证 由 定理 1 知 cf(2*)>w, 但 由 命题 5 有 cf(w。)=w. 0 
如 果 除 了 利用 选择 公理 还 承认 连续 统 假设 , 则 有 下 面 的 结果 . 
定理 2(GCH) 设 < 三 2,) 二 1 且 maxix,| >w, 则 有 下 表 : 


A Kx<A cf(x)<A<x« A<cf(«) 


Ae A* 让 | Kk 


其 中 A* 指 比 X 大 的 最 小 基数 . 
证 1” ”kX 时 ,由 $10.2 命 题 2 及 广义 连续 统 假设 知 =2*=47. 
2 设 d(x)X4<xw. 由 引 理 1 知 >x, 同 时 有 x=2*=x*. 
3” 设 1<cf(<). 先 证 
M =Uiaila<ecl (4) 


“$10.3 ”正则 基数 与 奇异 基数 > 


若 Ea(a<x), 则 当然 有 FEx. 反 过 来 , 设 fE x; 这 时 因 X<cf(x), 故 
不 是 无 界 映射 ,于 是 存在 aE€Ex,a 是 f[4] 的 上 界 , 这 说 明 fEie.(4) 证 毕 . 
再 证 当 a<x 时 ， 
la lS (maxlla l,l)’<x (5) 
事实 上 , |’a|= |*|al|=1al*, 于 是 
4 宇 la| 时 ,|al*=4*( 由 1); 
4<lal 时 ,lal*<|lall"l=|al*( 由 1); 


总 之 有 |*a| jal* 志 (max1X,1al1)* .又 因 |ala<x, 且 4<d(x) 达 
*，, 故 (5) 证 毕 . 
由 (4),(5) 及 $10.2 定 理 3 便 知 心 =k. 0 


定义 2( 正 则 基数 (regular cardinal) ,奇异 基数 (singular cardinal)) 若 cf 
(x)=x, 则 x 叫做 正则 基数 ;车 cf(c)<<, 则 < 叫做 奇异 基数 . 

从 定理 2 的 基数 运算 表 可 见 ,正则 基数 与 奇异 基数 在 指数 运算 的 性 质 上 
是 有 差异 的 . 

命题 6 后继 基 数 x* 一定 是 正则 基数 . 

证 反 设 c+ 不 是 正则 基数 , 即 存在 vc<c+ 及 无 界 映射 /:|a| 一 kx" (这 时 
cf(e) 委 lc|<c+ ) ,那么 由 命题 1( 注 意 e+ 作为 序数 是 极限 序数 ) 知 

x*=U fllal] =Up<ieCB). 

B<lal 时 ,f(B)Ex! , 故 |f(B)1x; 又 因 |a|<w? , 故 |la 1k. 用 $10.2 定 
理 3 便 得 <c* 之 <, 矛盾 . 0 

由 命题 6 知 奇异 基数 只 会 出 现在 极限 基数 中 . (极限 基数 指 w。, 这 里 a 是 
极限 序数 . ) 例 如 ,w。 是 奇异 基数 ( 见 命题 5:cf(w。) = 名). 

定义 3( 弱 不 可 达 基 数 (weakly inaccessible cardinal)) 正则 极限 基数 叫做 
弱 不 可 达 基 数 . 

命题 7 设 we 是 弱 不 可 达 基 数 , 则 w= a. 

证 首先 ,对 a 归纳 易 证 a 三 w。. 又 因 a 是 极限 序数 ,由 ws 的 正则 性 及 命 
题 5 知 


wa = cf(wo) = cf(a) <a. 0 

定义 4( 强 不 可 达 基 数 (strongly inaccessible cardinal)) ”满足 下 面条 件 的 
正则 基数 < 叫做 强 不 可 达 基 数 : 

rk>w VA<wx«(2 < wx). (6) 


上 面 的 条 件 蕴涵 着 « 是 极限 基数 ,于 是 强 不 可 达 基 数 一 定 也 是 弱 不 可 达 
基数 .如 果 承 认 广义 连续 统 假设 ,那么 反 过 来 也 是 对 的 : 
命题 8(GCH) ” 弱 不 可 达 基 数 = 强 不 可 达 基 数 . 
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证 只 须 证 明正 则 极限 基数 < 一 定 具有 性 质 (6). 
由 命题 7 知 w=x.A<w 时 ,显然 2<x.w4<xk 时 ,存在 B 使 X= wp 
<<=w, 于 是 有 
B<x 有 B+1<w«, 
warl < we = Kk, 
vm 0 
集 论 后 来 的 发 展 引 导 人 们 研究 各 种 被 称 作 “ 大 基数 ”的 基数 ,与 较 小 基数 
相 比 大 得 很 多 很 多 . (这 类 似 于 w,w 比 自然 数 大 得 很 多 很 多 . ) 不 可 达 基 数 便 
是 大 基数 中 的 一 种 . 设 x 是 个 弱 不 可 达 基 数 , 那 它 既 不 是 某 个 较 小 基数 的 后 
继 ,也 不 是 少 于 « 个 较 小 基数 的 并 . 
在 ZFC 系统 中 证 明 不 了 弱 不 可 达 基 数 的 存在 性 . 


$10.4 基数 计算 例 :w 上 超 滤 空 间 有 多 大 ? 


进入 现代 数学 各 个 分 支 ,基数 计算 随处 可 见 , 现 仅 举 集 论 本 身 一 例 . 

w 上 子 集 族 FF 是 w 上 超 滤 , 指 下 具有 以 下 性 质 ( 见 4.4.1 定义 1): 

1 QIF,wEF. 

2 ”车 a,bEF, 则 a 几 nbEF. 

3” 若 aCbCw 且 a€F, 则 bEF. 

4° VaCw(a€EFV(w-a)€EF). 

所 有 w 上 超 滤 构 成 的 集 记 作 Bw( 或 BN). 

现 问 :|Bw|=? 

以 下 各 结论 的 证 明 主 要 取 自 [86]. 

命题 1(Sierpinski) 存在 w 的 无 限 子 集 族 |s。la<2”| 满 足 : 

a<pB<2" 时 ，lsnmnseliI<w- (1) 

证 下 面 的 证 明 中 ,我 们 把 寻找 w 的 子 集 族 改 为 寻找 Q 的 子 集 族 .这 是 
因为 Q 与 w 之 间 存 在 一 一 对 应 ,在 这 种 对 应 之 下 性 质 (1) 保 持 . 

因 无 理 数 集 R-Q R 之 2”, 故 可 设 

R-Q=izola<2"|. 

对 每 个 a<2*, 任 取 一 收敛 于 zx。 的 有 理 数列 . 该 数列 作为 集 , 记 为 s。. se 当然 
是 无 限 集 , 集 族 | 1c<2“}# 满 足 条 件 (1) ,这 是 因为 分 别 收敛 于 两 个 不 同 的 无 
理 数 的 两 个 有 理 数列 不 可 能 有 无 限 多 个 公共 项 . [a 

命题 1 的 结论 让 人 感到 新 鲜 , 它 的 意思 是 说 :自然 数 集 w 能 从 中 取出 不 
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可 数 无 限 多 个 (与 实数 一 样 多 的 )“ 几 乎 互 不 相交 ”的 无 限 子 集 . 这 说 明了 自然 
数 的 性 质 是 何等 丰富 多 样 . 

命题 2 存在 集 对 之 族 |(A?,A!)|a<2”| ,其 中 A?,A! 都 是 w 的 无 限 
子 集 ,49 站 44= 纪 , 且 满足 

Ya 区 2oVYiiEl0oIA NN A 1= wo). (2) 

证 把 w 的 全 体 有 限 子 集 的 集 记 作 [w]<". 考虑 到 [w]<“、w (参见 
$6.4 练 习 1(8)), 如 同 命题 ! 的 证 明 , 现 把 寻找 w 的 子 集 对 族 改 为 寻找 
[wj 的 具有 相应 性 质 的 子 集 对 族 . 

设 |s|a<2"| 是 命题 1 中 具有 性 质 (1) 的 (w 的 ) 无 限 子 集 族 .由 性 质 (1) 
易 知 


Yara <2 ws UU so, 1= w). (3) 

对 任 一 5。, 我 们 把 w 的 所 有 有 限 子 集 分 成 两 类 ，- 类 由 那些 与 ve 相交 的 有 限 
子 集 组 成 , 记 作 A9, 另 一 类 由 那些 不 与 s。 相交 的 有 限 子 集 组 成 , 记 作 A!, 即 
令 

AS={IEE[w]*IENS,z Z|}, 

A!l= {EE€[w]*IEN;s,= 1. 
因 s。 是 无 限 集 , 故 有 无 限 多 个 w 的 有 限 子 集 与 s。 相交 , 即 A9 是 无 限 集 ;又 因 
ss 具有 性 质 (1)(“ 几 乎 互 不 相交 ”) , 故 另 有 无 限 多 个 w 的 有 限 子 集 与 se 不 相 
交 , 即 A! 也 是 无 限 集 , 且 A2 站 A!l= 2. 

集 对 族 |(A?,A!l)|la<2*| 满 足 条 件 (2), 这 是 因为 :对 任意 a1,…,an < 
2”" ,在 w 的 有 限 子 集中 ,有 无 限 多 个 与 s。,…, s 中 任意 指定 的 几 个 都 相交 
( 因 每 个 s。 都 是 无 限 集 ), 而 它们 同时 与 se ,se, 中 的 其 他 几 个 都 不 相交 ( 注 
意 (3)). 也 就 是 说 ,Au 门 … 门 A 总 有 无 限 多 个 成 员 . [a 

命题 2 的 结论 告诉 我 们 :自然 数 的 性 质 有 丰富 得 难以 想象 的 相 容 组 合 . 

下 面 是 本 节 的 目的 . 

定理 1(Hausdorff) 1&o|=22 

证 ” 取 命 题 2 中 的 集 对 族 |(A9,A!)|a<2*|, 其 中 Ae,A! 是 w 的 无 限 
子 集 ,A% 门 A! = BZ 且 使 性 质 (2) 成 立 . 

对 任 一 函数 f:2* 一 2, 考 察 w 的 子 集 族 G= 1AY"|a<2”} (注意 f(a)€ 
10,1j) .性 质 (2) 保 证 了 G 具有 有 限 交 性 质 , 故 由 滤 子 扩张 原则 ( 8 9.4) 知 , 存 
在 w 上 超 滤 FrDG.(Fr 与 有关, 这 是 因为 族 G 中 的 每 个 成 员 Af) 是 Ae 
还 是 A!, 由 f 的 函数 值 /(a) 确 定 .) 
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现在 我 们 看 到 ,每 个 fEz 2 对 应 有 w 上 超 滤 Fr, 于 是 有 由 多 (F)= 有 定 
义 的 映射 F*2 一 Bo . 不 难 验证 是 单 射 : 
fi¥ frr FB,. 
事实 上 , 设 f1 头 刻 , 则 有 某 个 a<2* 使 h(a) 隆 f2(a), 即 
{oe = 人 = 0， 
fo(a)=0 f(a)=1, 
这 时 有 Am A2(o = 人 ;又 因 ACER ,A?(ERF,, 故 Fj 关 Fy,. 
既然 了 是 单 射 , 便 有 
27 =1721<I po 1. 
另 一 方面 , 因 | 风 (w)|=2*,19(a)|=1°2|=211, 且 BopC (Kw)), 故 
有 
1p I<2. 0 
w 上 超 滤 的 全 体形 成 了 巨大 的 空间 po ,其 中 每 一 点 代表 着 自然 数 性 质 的 
一 种 极 大 相 容 组 合 . Bo 作为 w 的 一 种 紧 化 (被 称 作 Stone-Cech 紧 化 ) 空 间 , 其 
重要 性 已 逐渐 被 越 来 越 多 的 人 认识 . 
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最 后 让 我 们 回 到 自然 数 .数学 中 ,自然 数 是 最 稳定 少 变 的 概念 之 一 ,但 和 
其 他 任何 概念 一 样 不 是 一 成 不 变 的 ,是 变动 的 ,发 展 的 . 

从 远古 时 代 起 ,人 类 便 从 具体 事物 中 逐渐 抽象 出 自然 数 的 概念 .这 个 从 具 
体 到 抽象 的 过 程 十 分 漫长 ,最 终 由 Peano 于 19 世纪 末期 完成 . Peano 总 结 了 已 
有 的 前 人 关于 自然 数 的 丰富 认识 ,由 零 与 后 继 这 两 个 原始 概念 出 发 ,用 公理 形 
式 对 自然 数 的 概念 作出 了 科学 的 规定 ( 见 1.2.3( 三 )). 从 此 ,整数 有 理 数 、 实 
数 、 复 数 以 及 更 多 的 分 析 概 念 都 有 了 可 靠 的 支撑 ,它们 能 由 自然 数 的 概念 出 发 
一 一 演绎 出 来 .与 此 同时 ,自然数 也 不 断 变换 着 自己 的 身份 :特殊 的 整数 ,特殊 
的 有 理 数 ,特殊 的 实数 及 各 种 空间 中 的 特殊 点 . 

Peano 理论 的 建立 并 不 意味 着 自然 数 概念 发 展 的 终结 .在 20 世纪 初叶 数 
学 基础 的 学 术 运 动 中 诞生 的 ZFC 集 论 , 从 比 自然 数 (逻辑 上 ) 更 基本 的 集 的 概 
念 出 发 ,将 自然 数 的 抽象 概念 在 它 的 框架 内 具体 化 ( 见 3.6.1). 自然 数 概念 的 
这 种 具体 化 是 使 ZFC 系统 成 为 数学 主体 的 基础 的 一 个 重要 因素 . 这 一 具体 化 
之 后 ,自然 数 在 集 论 内 又 接连 增加 了 自己 新 的 精确 化 的 身份 :特殊 的 序数 ( 见 
$8.1) 与 特殊 的 基数 ( 见 $10.1). 

这 里 ,我们 讨论 自然 数 另 一 种 新 的 身份 一 特殊 的 算术 超 滤 . 


$11.1 再 谈 超 滤 


w 的 子 集 族 下 是 w 上 的 超 滤 , 指 下 满足 (参见 4.4.1 定 1): 
1 GF,wEF. 
2” ”a,bEF 一 a 站 bEF (对 交 封 闭 ). 
3”(aCbCw 且 aEF) 一 bEF (大 集 性 质 ). 
4 YaCw(a€FV(w-a)E€F) ( 极 大 性 质 ). 
实际 上 , 为 了 验证 下 是否 是 超 滤 , 只 须 验 证 下 是 否 不 含 @B 且 具有 性 质 2 与 
4 
命题 1 若 w 的 子 集 族 F 车 具 有 以 下 性 质 , 则 是 w 上 超 滤 : 
(1) S&F. 
(i) a,5EF>a 几 bEF (对 交 封 闭 ). 
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(ii) YeCow(eEFV(wo-a)EF) ( 极 大 性 质 ). 

证 由 (i) 与 ( 诈 ) 即 得 wE 下 . 大 集 性 质 3" 是 (i),(ii),(iii) 的 推论 : 设 <C 
bCw 且 a€F, 则 65E FF. 事 实 上 ,车 5bKF, 则 由 (ii) 知 w-5EF, 但 an(w 一 
0)= 人 ,这 与 (iD),(ii) 了 矛盾 . 0 

全 体 wm 上 超 滤 构成 的 集 仍 记 作 pe. 

设 f€“w,aCw. 按 第 三 章 中 的 符号 规定 ， 

ff !'[a]=iz€Ew|f(z)Eal (a 的 f 原 像 集 ). 
我 们 有 (3.5.3 练习 4) : 
广 ![aUb= 广 ![e]UFI[o]， 
f [aNb]=f7 [alNf [6], 
fia-b]=/7![a]-/f7![6], 
f ![flallDa, flf "ial]Ca. 
以 上 这 几 个 公式 随时 会 用 到 . 

命题 2( 超 滤 变 换 ) 设 FEpo,fE“w, 则 由 与 下 用 下 面 的 方式 得 到 的 

子 集 族 G 也 是 w 上 超 滤 : 
G=ilaColFi[alEFl. 

证 根据 命题 1, 只 对 G 验证 条 件 (i),(ii) ,(iii) 成 立 . 

中 站 因 f/f!1[2Z]=GKF, 故 GIG. 

(让) 设 a,b5EG. 因 fi[aNb]=f!'[a] 1[6]EF, 故 aNNbEG 

(iii) 任 取 aCw. 若 a KG, 即 /7![a]&F, 则 

fi'[w-a]=w-f ![lal€F, 
故 w-a€G. 0 

我 们 把 命题 2 中 的 G 叫做 F 在 变换 f 之 下 的 像 , 并 将 G 写成 J(F): 

f(F)=laCwlf [lal€EF! (1) 
命题 2 告诉 我 们 ,每 个 w 上 的 一 元 运算 了 按 (1) 式 确定 了 空间 & 上 的 一 个 一 
元 运算 一 一 把 一 个 超 滤 变 成 一 个 超 滤 . 我 们 仍 用 f 表示 po 上 的 这 个 运算 (一 
般 情况 下 不 会 引起 混 消 ). 

例 1 w 上 的 恒 等 函 数 用 id 表示 (id(n)=n). 因 id !'[a]=a, 故 id(F)= 
F. 

回忆 主 超 滤 的 概念 .每 个 自然 数 n 都 对 应 有 自己 的 主 超 滤 , 现 用 n 表示 : 

n=laCwln€al. 
显然 有 mw 关 n 一 黄 关 nn.( 例 如 {mi Em ,但 m 关 n 时 |m|n.) 
命题 3 设 fE“%‰w,nEw, 则 f(n)=f(n)( 主 超 滤 变换 后 仍 为 主 超 滤 ). 


$11.2 超 滤 空间 po 中 的 简单 等 式 “a 


证 f(n)={aCwlf"![al€Enl 
=laCwln€f ‘la]l 
=laCwlf(n)Eal=f(n). 口 
如 果 我 们 把 自然 数 nEw 与 4 所 对 应 的 主 超 滤 等同, 那么 wCPw; 这 
时 命题 3 说 明 : 由 (1) 式 确定 的 hu 上 的 运算 了 是 原 运算 从 w 上 到 pw 上 的 扩 
张 ,二 者 在 w 上 是 一 致 的 . 
在 变换 之 下 , 非 主 超 滤 F 的 像 F(F) 不 一 定 保持 是 非 主 超 滤 . ( 非 主 超 
滤 即 自由 超 滤 , 指 不 含有 有 限 集 的 超 滤 . 见 4.4.1.) 
命题 4 设 FEpBo,f 是 取 常 值 m(Ew) 的 函数 ( 即 Yn€Ew(f(n)= 
妈 )), 则 有 f(F)=m. 
证 任 取 aCw, 有 
w, mEa, 
六 -人 mm. 
于 是 广 {[ajEF mEa, 且 按 主 超 滤 mm 的 定义 ,有 
f(F)={aCwlf [a]€EFI= 1aCw|lm€Eal=m. 0 


$11.2 超 滤 空间 pw 中 的 简单 等 式 


离散 的 自然 数 空间 w 与 相应 的 超 滤 空间 pw 这 二 者 之 间 关 系 , 是 集 论 研 
究 的 重要 课题 .我 们 先 来 考虑 下 面 的 问题 :在 po 中 ,等 式 

f(F)=g(F) (FEpw,f,gE"w) 
成 立 的 条 件 是 什么 ? 

命题 1 设 /,g€“w,FE pu, 则 有 

f=Fg ™ f(F)=g(F). 

证 设 f=pg, 即 fn€Ew|f(n)=g(n)1EF. 反 设 f(F) 关 g(FF), 例 如 
f(F)-g(F) 关 GZ. 这 时 存在 bE f(F) 而 bg(F), 即 /1'[5]EF 而 g ![6] 
多 F ,后 者 导致 

g [wo-b]=w-g !'[5JEF ( 按 下 的 极 大 性 质 ). 
于 是 
filoNg lw-b]NInEwlf(n)=g(n)! EF. 
易 见 上 式 左 端 为 如 ,矛盾 . 0 
命题 1 给 出 了 等 式 f/(F)= g(F) 成 立 的 必要 条 件 一 一 与 g 关于 下 几乎 
相等 , 即 
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{n€Ewlf(n)=g(n)|EF. 
这 个 条 件 说 明 pw 中 的 “= "与 w 中 的 “= "关系 密切 ,似乎 在 po 与 w 之 间 可 能 
有 某 种 “ 保 真性 ”. 下 面 马 上 会 看 见 , 事 情 并 不 十 分 理想 . 

现 问 :命题 1 中 蕴涵 式 的 反方 向 是 否 成 立 ? 即 问 :是 否 总 有 

f(F)=g(F)— f=Fg(FEpw,f,gE"w)? 

例 1 当下 为 主 超 滤 m 时 ,对 任意 f,g€*w 总 有 

f(m)=g(m)™ f=a8: 
事实 上 ， 

f( 克 )=g(m)>flm)=g(m) (由 11.1 命 题 3) 

一 /(m)=g(m) (由 主 超 滤 定义 知 1 天 一 i 天 有 ) 
mE€ElInEw|lf(n)=g(n)} 
in€Ew|f(n)=g(n)|Em, 

即 f=a8. 

可 惜 , 例 1 中 的 蕴涵 式 对 一 般 超 滤 不 总 成 立 ( 见 下 面 例 2). 

例 2 存在 超 滤 利 及 f,g€“w 使 (HH)=g(H), 但 / 关 pg. 为 证 明 此 事 ， 
先 任 取 一 非 主 超 滤 下 ,并 定义 f,gE 如下: 

令 f(213)=i, 当 nn 形 非 213 时 , 令 f(n)=0; 

令 g(2i31)=j, 当 nn 形 非 2:3 时 , 令 g(n)=0. 

作 w 的 子 集 族 G: 

G={f-![alla€FIU{g [ajla€EFIU{!lzEwIf(z)zg(z)1. 
现 来 证 明 G 具有 有 限 交 性 质 , 即 G 中 任意 有 限 个 成 员 之 交 非 空 . 事实 上 , 任 
取 aly… ambi… ,bnEF, 记 a=ai 则 … 作 am 站 bi 站 … 站 b,(EF), 则 有 

fitaNEN fan Ng [oN Ng [onizEowlA(z) 天 
g(z)} 

hf!i[lalNg-!lalN{r€Ewlf(z)zg (7)}; 

因 下 是 非 主 超 滤 , 故 a 是 无 限 集 , 可 取出 i,j€Ea 且 i 才 j; 此 时 有 

236E 太 [alng-ifaelnizEwlF(z) 关 g(z) 
这 就 证 明了 G 具有 有 限 交 性 质 .将 G 扩张 成 超 滤 甩 (利用 §9.4 中 的 扩张 原 
则 ) ,我 们 有 f(H)= g( 互 )= 下 .事实 上 ， 
aEF~ 广 ![ae]EHAg- '[la]l€EH ( 因 GCH) 
— aE€f(H)AaEg(H), 

这 说 明 FCf(H) 且 FCg(H). 因 超 滤 下 是 极 大 滤 子 , 故 F=f(H)=g(H). 
与 此 同时 ,我 们 还 有 f 关 tg, 这 是 因为 {zr Ew|f(z)z*g(z)IEH. 
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$11.3 算术 超 滤 


上 面 我 们 看 见 ,对 - - 般 的 FE po ,等 式 1(F 玉 )=g( 玉 ) 并 不 意味 着 /= pg， 
尽管 =Fg 蕴涵 /(F)=g(F). 这 引起 我 们 对 空间 pw 中 一 类 特殊 点 的 注意 . 
定义 1( 算 术 超 滤 (arithmetical ultrafilter)) w 上 超 滤 下 如 果 满 足下 面 的 
条 件 (* ), 则 叫做 算术 超 滤 : 
f(F)= SCF) f=rg, (*) 
其 中 f=pg 指 |n€Ewlf(n)=g(n)IEF. 
11.2 例 1 指出 , 主 超 滤 是 算术 超 滤 ;11.2 例 2 指出 ,并 非 每 个 超 滤 都 是 算 
术 超 滤 . 我 们 发 现 [9 每 个 非 主 算术 超 滤 下 都 联系 着 一 个 算术 模型 N: 
“N= {f/f(F) 1/f Erwi}. 
至 今 所 见 的 非 N 算术 模型 中 ,这 里 的 "N 是 最 简单 .最 自然 .最 具体 的 . 
下 面 讨论 与 某 个 固定 的 非 主 算术 超 滤 下 相 联 系 的 *N. 
一 、N 的 运算 
“N 中 的 加 与 乘 的 定义 是 : 
f(F)+g(F)= (f+g)(F), 
f(F): g(F)= (f° g)(F), 
其 中 f+g 与 fg 按 通 常 意义 理解 : ' 
(f+g)(n)= f(n) + g(n), 
(f*g)(n)= na) g(n). 
此 外 ,每 个 hE€E*w 对 应 着 "N 上 的 一 个 一 元 运算 ( 仍 用 h 表示 ): 
h(f(F)) = (h* f)(F). 
车 是 取 常 值 0 的 函数 , 则 对 任 一 FE pw ,由 11.1 命 题 4 知 f(F)=0. 
现在 我 们 有 了 结构 
("ND0, +,E 
它 的 语言 是 .= {0, + ,*,f,g,h,…|, 妆 中 包含 所 有 一 元 自然 数 函 数 符 . 


二 、N 同 构 嵌 入 “N 


设 了 是 取 常 值 mEw 的 函数 :Yn€Ew(f(n)=m). 由 11.1 命 题 4 知 
f(F)= x. 这 说 明 每 个 主 超 滤 都 属于 *N. 

我 们 把 捞 入 映射 采 :N 一 "N 定义 为 H(n)=n. 

令 N=|nlnENIC"N.N 关 于 "N 中 的 运算 是 封闭 的 
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7 贡 +n=mtn ( 设 加 =f(F),n=g(F),f 与 g 分别 取 常 值 m 与 n). 


mn=m"n. 


f(n)=f(n) (11.1 命 题 3). 
以 上 各 式 说 明 日 是 N 到 NN 的 同 构 映射 .车 把 每 个 nEN 与 相应 于 ”的 
主 超 滤 等同, 则 NC * N. 这样 一 来 ,每 个 自然 数 函 数 f/fE NN 都 自然 地 扩张 
成 *N 到 "NN 的 函数 . 


三 、“N 对 NN 的 保 真性 


在 语言 2 中 加 进 一 个 新 常 元 下 : 
ZU {Fl = {F,0, +,*,f,g8,h,"|. 
算术 超 滤 定义 中 的 ( * ) 式 
f(F)= gE(F) f=pg, 
意味 着 关于 " N 的 一 个 (新 语言 的 ) 简 单 语句 ( 即 等 式 ) 具 有 对 N 的 保 真性 .更 
进一步 ,我 们 有 : 
定理 转换 原理 transfer) 对 任何 XU 1F| -语句 P(F)， 
9(F) 在 "N 中 为 真一 1nEwlgpln)( 在 N 中 为 真 )| EF. (1) 
特别 ,对 任何 2 语句 p(yg 中 不 含 F)， 
9 在 "N 中 为 真 ** 9 在 N 中 为 真 . 
证 为 证 (1), 现 对 语句 (下 ) 中 一 ,人 ,了 出 现 的 总 次 数 上 归纳 . 
&=0 时 ,9p(F) 为 原子 公式 一 一 等 式 ,可 设 p(F) 为 /( 下 ) = g(F). 此 时 
要 证 的 (1) 式 就 是 算术 超 滤 下 所 具有 的 性 质 ( * ). 
&>0 时 ,9(F) 是 复合 句 , 要 分 以 下 三 种 情形 讨论 . 
情形 1,8(F) 为 Pi(F)Ay2z(F), 这 时 有 
PICF) 人 92(F) 在 "N 中 为 真 ->g1(F) 与 pz( 下 ) 皆 在 "N 中 为 真 
(人 的 性 质 ) 
ln€Ewlgp(n)} EF EInEw | y(n)} 
EF (归纳 假设 ) 
= In€Ewlpgi(n)iN lnEwl gn)lEF 
(下 对 交 封 闭 ) 
> {in€Ewlpgi(n)N\ p(n)}EF. 
情形 2, yp(F) 为 一 y( 下 ), 这 时 有 
一 (FF) 在 *N 中 为 真 > Jy(F)"N 中 为 假 (一 的 性 质 ) 
一 |n€Ewly(n)1KF (归纳 假设 ) 
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二 wow-inEowlynz)iEF (FF 的 极 大 性 质 ) 
~ {ln€Ewl—y(n)IEF. 
情形 3,g( 下 ) 为 3 xy(z ,FF) ,这 时 把 (1) 式 分 为 两 个 蕴涵 式 证 明 . 
(一 ) 
3 zy(z,EF) 在 "N 中 为 真 存 在 /(F)E“"N 使 y(f(F),F) 在 "N 中 
为 真 ( 存 在 量词 的 性 质 ) 
一 1n€Ewly(f(n),n)1 EF (归纳 假设 ) 
一 jnEwl3zp(z,z)icF， 
上 面 最 后 一 步 的 理由 是 : 因 下 式 
pf(n),n) 一 Iry(r,n) 
在 N 中 恒 真 (存在 量词 的 性 质 ), 故 
{n€Ewl yf mI CIn€Ewl zy(r,n)}. 
(一 ) 作 函 数 g:w 一 几 ,g 由 下 式 定义 : 
0， zy(z,n) 在 N 中 为 假 ， 
m， m 是 使 %z,m) 在 N 中 为 真 的 最 小 工 . 
按 g 的 定义 ,对 任何 zxE w, 下 式 在 N 中 恒 真 : 
习 zy(z,m) — yl(g(n),n). 


g(n) = 


由 此 式 可 得 
lmnEwl3azmyzniCinEowlywSCn) za)l， 
于 是 有 
inEowl3zywzn)icF 一 |nEowlywg(a),a)iEF 〈 滤 子 的 大 集 性 质 ) 
一 y(g(FF),F) 在 "N 中 为 真 〈 归 纳 假设 ) 
一 3zy(z,F) 在 "N 中 为 真 (存在 量词 性 质 ). 
(1) 式 的 归纳 证 明 完 成 . 0 
由 非 主 算术 超 滤 下 生成 的 N 作为 不 可 数 语言 的 一 种 算术 模型 , 它 可 
用 来 构造 实数 (参见 $4.5 一 84.7), 构 造 的 方法 是 自然 的 :如同 从 N 出 发 用 
分 数 的 等 价 类 来 定义 有 理 数 ,我 们 从 *N 出 发 用 有 限 分 数 的 等 价 类 来 定义 实 
数 . 
不 仅 如 此 ,这 种 非 N 的 保 真 算术 模型 N 作为 超 滤 空 间 po 的 子 空间 ,很 
有 希望 成 为 集 论 拓扑 与 数论 之 间 的 一 条 便捷 通道 .很 清楚 :对 "N 的 任何 新 认 
识 都 会 加 深 我 们 对 自然 数 的 认识 ,犹如 复数 与 实数 的 关系 那样 . 
仅仅 基于 ZFC, 非 主 算术 超 滤 是 否 绝对 存在 目前 尚 属 未 知 ;但 " 非 主 算术 
超 滤 存 在 "作为 一 条 集 论 假设 ,已 被 证 明 相 对 于 ZFC 是 安全 的 [5]. 
前 面 (4.4.1 中 ) 曾 谈 到 ,自然 数 的 每 个 子 集 相 应 于 自然 数 的 某 种 性 质 (或 
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关系 ). w 上 超 滤 作为 w 的 子 集 族 , 则 相应 于 自然 数 性 质 的 某 种 极 大 相 容 组 
合 . 

算术 超 滤 一 一 包括 与 自然 数 视 为 等 同 的 主 算术 超 滤 一 一 作为 一 种 数学 存 
在 ,本 质 上 是 它 所 具有 的 自然 数 性 质 (关系 ) 的 总 和 . 
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一 、 理 论 基础 与 实践 


数学 是 从 量 的 方面 认识 世界 的 科学 .数学 的 真理 性 最 终 要 接受 实践 的 检 
验 ,或 者 说 ,人 类 的 实践 是 数学 的 最 终 基础 . 

尽管 数学 的 发 展 在 根本 上 由 实践 决定 ,但 数学 与 实践 的 关系 又 很 复杂 .并 
非 具 体 的 数学 活动 都 一 一 与 现实 世界 直接 有 关 , 相 反 , 各 种 数学 活动 常常 与 现 
实事 物 有 很 远 距 离 .数学 服务 于 人 类 实践 ,大 量 的 服务 是 间接 的 ,要 通过 向 中 
介 科学 提供 工具 的 方式 来 实现 . 实践 基础 不 能 代替 自身 的 理论 基础 .这 一 点 与 
其 他 科学 相 比 ,数学 表现 得 最 为 突出 . 

为 了 进行 纯粹 形态 的 量 的 观察 ,数学 要 把 具体 事物 的 质 尽 可 能 地 抛 在 一 
边 .这 一 本 质 特征 ,形成 了 今日 数学 特有 的 高 度 抽 象 的 知识 体系 及 错综复杂 的 
内 部 结构 ;决定 了 数学 要 比 别 的 科学 更 多 地 依靠 逻辑 ,更 加 注重 寻找 可 靠 的 理 
论 立 足 点 ,从 而 保证 数学 的 确定 性 ,精确 性 和 应 用 的 广泛 性 :无 可 怀疑 ,不 容 争 
辩 且 处 处 有 用 武之 地 . 

在 数学 发 展 的 过 程 中 ,特别 在 它 急剧 变动 时 期 ,会 出 现 对 它 确定 性 的 怀疑 
与 挑战 .数学 在 车 成 功 的 应 用 为 自己 开辟 前 进 道路 的 同时 ,总 能 靠 自 身 的 理论 
反思 , 靠 发 展 并 完善 自己 的 理论 基础 去 回答 挑战 . 

数学 需要 理论 基础 ,更 离 不 开 实践 基础 . 割断 数学 与 实践 的 联系 , 则 难以 
解释 :从 集 论 可 能 推演 出 的 无 数 种 结构 中 ,何以 只 有 少数 那 几 种 结构 获得 了 重 
要 地 位 ;从 集 论 可 能 推出 的 一 切 可 能 结果 中 ,何以 只 选择 了 正好 是 今日 数学 的 
那些 结果 ;用 集 论 可 以 定义 的 概念 中 ,何以 一 些 概念 比 其 他 概念 更 有 趣 ;最 后 ， 
抽象 数学 何以 能 有 效应 用 .形形色色 的 数学 理论 的 盛 误 最 终 由 人 类 实践 决定 . 

数学 的 理论 基础 决定 了 数学 生存 与 发 展 的 形式 ,而 人 类 实践 最 终 维系 着 
数学 的 生命 . 


二 、 数 学 何故 选择 集 论 为 理论 基础 ? 


集 论 从 诞生 到 形成 公理 体系 自然 而 然 地 成 为 数学 主体 的 理论 基础 ,其 间 


不 足 半 个 世纪 .数学 选择 了 集 论 ,理由 大 体 如 下 . 
1. 集 论 的 创立 看 似 Cantor 一 人 的 成 就 ,实则 是 时 代 的 产物 . 不 早 不 晚 , 集 


me 
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论 诞生 于 古典 分 析 的 顶峰 期 .把 实 无 限 作为 自己 研究 对 象 的 集 论 , 正 合乎 分 析 
数学 精确 地 表现 运动 与 变化 的 需要 . 

2. 集 论 中 的 外 延 公理 清楚 地 表明 ,就 数学 从 量 的 角度 研究 事物 的 这 一 本 
质 特征 而 言 , 集 论 为 数学 提供 了 极为 合适 的 框架 . 

3. 历史 地 看 ,数学 基础 从 形 转向 数 ,又 从 数 转 向 集 ,从 而 使 数学 达到 了 高 
一 级 的 统一 .正如 P.R.Halmos 所 说 , 集 论 “ 可 能 被 证 明 是 数学 史上 最 强 有 力 
的 一 个 统一 理论 "(3]. 选择 了 集 论 ,是 数学 发 展 到 更 高 层次 的 合 平 逻 辑 的 必然 
结果 . 

4. Cantor 的 “ 集 论 乐园 ”为 数学 提供 了 巨大 的 发 展 空间 . 事实 上 ,这 是 数 
学 的 一 次 解放 : 集 论 在 确立 了 它 的 基础 地 位 之 后 ,为 数学 带 来 了 规模 空前 的 大 
发 展 .以 集 论 为 依托 ,新 兴 的 大 小 数学 分 支 纷纷 涌现 ,它们 是 在 与 数学 原 有 的 
主要 分 支 相互 影响 .相互 促进 、 相 互 融 合 的 基础 上 形成 的 . 这 是 壮观 的 20 世纪 
数学 , 它 对 科学 与 人 类 社会 所 起 的 作用 难以 估量 . 

5. 与 现代 逻辑 紧密 相连 的 集 论 始终 在 发 展 自己 ,不 断 完 善 自 己 作为 基础 
的 地 位 ;在 使 自己 成 为 数学 的 一 个 重要 分 支 的 同时 ,源源 不 断 地 为 数学 提供 新 
概念 ,新 思想 ,新 方法 . 

6, 最 后 ,数学 选择 集 论 的 一 个 重要 原因 是 : 集 论 的 基本 概念 与 方法 易于 
直观 想象 ,易于 传播 普及 且 便于 应 用 .从 最 初等 的 一 般 教育 到 最 高 级 的 专业 研 
究 ,各 种 水 平 的 集 论 一 应 俱全 ,短期 内 别 样 理论 难以 与 之 竞争 . 

ZFC 集 论 成 了 数学 主体 的 基础 ,是 在 下 面 的 意义 上 说 的 :现代 数学 基本 
理论 的 各 主要 分 支 都 可 由 ZFC 集 论 出 发 来 展开 自己 的 理论 一 一 基本 概念 最 
终归 为 集 ,基本 结论 最 终 来 源 于 ZFC 公理 ,理论 展开 的 方式 大 体 上 限于 ZFC 
体系 的 逻辑 框架 

ZFC 为 数学 建 起 的 舞台 一 一 集 宇 宙 V 有 巨大 的 容量 .例如 ,每 个 群 细 同 
构 于 V 中 的 一 个 群 ,每 个 拓扑 空间 皆 同 胚 于 V 中 的 一 个 拓扑 空间 ,等 等 (参见 
[89]).“ 目 前 , 赂 于“ 主流’ 的 绝 大 多 数 数学 结果 只 用 到 Zermelo-Fraenkel 公理 
从 而 完全 与 另外 的 公理 的 选取 无 关 ."[s0] 

三 、 集 论 新 假设 

ZFC 系统 不 完备 性 的 第 一 个 重要 例证 是 连续 统 问题 :连续 统 假设 “ZFC 
不 可 判定 ”, 即 该 假设 与 其 否定 都 不 是 ZFC 的 定理 . (关于 连续 统 理论 可 参见 
[89],[91] 一 [94]). 连 续 统 假设 是 不 是 惟一 的 独立 于 ZFC 的 问题 呢 ? 不 是 . 


不 仅 在 集 论 范围 内 ,而 且 在 其 他 各 个 数学 领域 的 前 沿 , 现 已 发 现 了 越 来 越 多 的 
问题 是 独立 于 ZFC 的 .例如 ,可 换 群 论 中 的 Whitehead 问题 ,关于 Banach 空间 
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的 Pelczynski 猜想 ,关于 Banach 代数 的 Kaplansky 问题 ,等 等 . 集 论 拓扑 中 的 
独立 性 问题 更 多 .这 类 问题 是 数学 研究 中 自然 提出 的 问题 , 当 它们 相对 于 ZFC 
的 独立 性 被 证 明之 后 ,人 们 才 知 道 用 通常 的 数学 方法 不 能 决定 它们 的 真 假 .对 
这 一 现象 , 王 世 强 先生 曾 作 过 如 下 描述 [95] : 

“更 形象 地 说 :公理 集合 论 的 现代 成 果 正 在 引起 一 些 其 他 数学 分 支 的 ' 局 
部 地 震 " ,并 且 势 将 引起 越 来 越 多 的 “地 震 '. 这 正 像 数学 史上 非 欧 几何 的 出 现 
一 样 ,但 其 影响 的 深度 及 规模 将 更 大 . 可 以 预料 ,今后 会 有 越 来 越 多 的 数学 家 
将 不 得 不 去 采纳 一 些 新 的 集合 论 假设 来 帮助 解决 问题 .” 

ZFC 的 不 完备 性 促使 人 们 提出 并 研究 新 的 集 论 假设 .下 面 选择 其 中 一 些 
作 简要 介绍 . 

(一 ) 可 构成 公理 

Gadel 为 研究 连续 统 问题 ,引进 了 内 模型 的 方法 .他 利用 基本 集运 算 递归 
定义 出 可 构成 集 , 然 后 引进 了 可 构成 公理 . 

可 构成 公理 ”所 有 和 集 都 是 可 构成 集 . 

通常 把 可 构成 集 的 全 体 记 工 . 可 构成 公理 可 写作 V= 工 . 

Gadel 证 明了 可 构成 公理 相对 于 ZF 是 无 矛盾 的 . 进而 他 证 明了 选择 公理 
与 连续 统 假设 在 工 中 为 真 ,从 而 相对 于 ZF 也 是 无 矛盾 的 . 

过 了 20 多 年 , Cohen 利用 力 迫 法 证 明了 连续 统 假设 的 独立 性 . 此 后 ， 
Gedel 的 方法 又 重新 引起 了 人 们 的 兴趣 .R. Jensen 等 对 可 构成 集 宇宙 L 进行 
了 深入 的 探索 ,取得 的 成 果 对 集 论 研究 产生 了 重要 影响 . 

在 通常 数学 中 ,可 构成 公理 与 连续 统 假设 一 般 并 不 被 当 作 公理 使 用 ;但 在 
集 论 中 ,可 以 拿 它们 作为 出 发 点 展开 一 种 理论 . 这 种 理论 是 有 意义 的 ,因为 这 
是 从 理想 化 的 角度 对 集 宇 害 的 一 种 观察 .如 果 从 这 个 角度 延伸 观察 现实 世界 ， 
那么 这 相当 于 一 种 十 分 简单 化 的 观察 :物质 存在 被 分 成 截然 不 同 的 两 种 形式 
一 一 离散 的 存在 与 连续 的 存在 ,而 在 这 二 者 之 间 不 存在 任何 形式 的 中 间 地 带 . 

(二 ) 大 基数 公理 

ZFC 中 ,断言 归纳 集 存 在 的 无 限 公理 让 集 论 进 入 超 穷 领域 .这 使 集 论 不 
仅 成 功 地 被 用 于 表现 经 典 数学 ,也 带 来 了 现代 数学 的 发 展 .但 是 尽管 有 无 限 公 
理 ,ZFC 还 是 不 够 用 . 于 是 人 们 把 眼光 投向 了 更 强 的 无 限 公理 一 一 大 基数 公 
理 , 即 断 言 某 种 大 基数 存在 的 公理 . 

首先 注意 自然 数 集 w 具有 的 两 条 性 质 : 

1. 任 一 zx(Ew) 与 w 不 共 尾 ( 即 从 n 到 w 不 存在 无 界 映射 )， 

2. 对 任 一 zx(Ew) 缘 有 2"Ew. 

这 两 条 性 质 说 明 w 比 小 于 w 的 基数 要 大 得 很 多 很 多 . 
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自然 要 问 :是 否 存 在 不 可 数 的 极限 基数 , 它 比 小 于 它 的 基数 大 得 很 多 很 
多 ? 具体 地 说 , 设 该 基数 是 x ,看 它 是 否 可 能 具有 性 质 : 

1. < 时 4 与 不 会 共 尾 ， 

2. 1<< 时 24<“. 
不 可 数 的 极限 基数 x 若 具有 上 面 的 性 质 1, 则 叫做 弱 不 可 达 基数 ;同时 具有 性 
质 1 与 2, 则 叫做 强 不 可 达 基 数 ( 见 $10.3 定义 3,4). 问 题 是 :不 可 达 基 数 是 
否 存在 ? 

$10.3 命题 7 指出 , 若 w。 是 弱 不 可 达 基 数 , 则 有 we =a. 这 个 a( 即 w,) 
是 很 大 的 : 

= we= woo = Wow, = "°° 

但 具有 性 质 we= a 的 基数 a 尽管 很 大 ,还 不 一 定 是 不 可 达 基 数 .例如 , 设 co= 
wykn+1 二 wens 且 设 k= ne owen, 这 时 易 知 有 k= w.w 与 we 共 尾 ,这 是 因为 
由 (na) = xn 定义 的 映射 :wk 在 < 中 是 无 界 的 .此 例 中 的 < 是 具有 性 质 
we=w 的 基数 中 的 最 小 者 , 它 尽管 很 大 ,但 不 是 弱 不 可 达 基 数 . 这 说 明 不 可 达 
基数 大 得 十 分 惊人 . 

直观 上 ,没有 理由 认为 只 有 自然 数 才 具 有 上 面谈 到 的 两 条 性 质 ,人 们 似乎 
有 理由 指望 不 可 达 基 数 是 存在 的 .但 事实 上 ,在 ZFC 中 证 明 不 了 不 可 达 基 数 
的 存在 性 ; 若 假设 强 不 可 达 基 数 存在 , 则 可 证 明 ZFC 是 无 矛盾 的 .196 

除了 不 可 达 基数 ,人 们 还 研究 了 更 多 种 类 的 大 基数 ,这 些 大 基数 也 都 具有 
由 的 某 种 性 质 ,它们 形成 了 谱系 ,其 中 一 个 比 一 个 大 得 惊人 , 研究 这 些 大 基数 
的 性 质 、 关 系 及 应 用 ,构成 了 集 论 的 重要 领域 . 

(三 ) Martin 公理 

如 果 不 相信 连续 统 假设 是 真 的 ,那么 自然 要 问 , 界 于 w 与 2* 之 间 的 基数 
性 质 如 何 ? 例如 ,对 于 w<<<2", 可 以 问 : 

1. 是 否 有 2*=2*? 

2. R 的 «个 零 Lebesgue 测度 子 集 之 并 是 否 测度 仍 为 07 

3. R 的 个 第 一 纲 子 集 之 并 是 否 仍 为 第 一 纲 子 集 ? 
当 k=w 时 ,上 面 问题 的 回答 都 是 肯定 的 ;而 当 w<<<2” 时 ,上 面 问题 无 一 
能 在 ZFC 中 得 到 回答 .下 面 介 绍 的 Martin 公理 对 这 类 问题 都 给 出 了 肯定 的 回 
答 . 

Martin 公理 通常 是 用 偏 序 形式 表述 的 . 它 形式 上 难于 理解 ,但 使 用 灵活 . 

设 (P,<<) 是 偏 序 结构 ,P 关 儿 .P 的 子 集 a 是 P 的 反 链 , 指 a 中 任意 二 元 
素 都 不 相 容 , 即 
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Yz,yEa(zr 天 y 一 3zEP(z 和 zA 人 zsy)). 
忆 满 足 可 数 反 链条 件 ( 简 记 为 c. c.<. ), 指 已 中 任 一 反 链 都 是 至 多 可 数 集 . 己 
的 子 集 d 是 已 的 稠 子 集 , 指 
Vr€EP jy€d(y<zr). 

P 的 子 集 G 若 满足 : 

(i) G 的 元 素 两 两 在 G 中 相 容 , 即 

Vr,yEG 3zEG(z 和 rzA 人 zsy) 

(i) YzEGYyEP(z<y 一 >EG)， 
则 G 叫做 P 的 滤 子 . 

Martin 公理 ” 设 非 空 偏 序 全 P 满足 可 数 反 链条 件 ,D 是 了 的 笛子 集 族 ， 
且 |D1<2", 则 存在 尸 的 滤 子 G 与 的 所 有 成 员 相 交 : 

Vada€D(aNG#8). 

Martin 公理 本 身 独 立 于 ZFC. 它 缺 少 作为 公理 的 自明 性 ,但 有 广泛 应 用 ， 
特别 是 常用 于 证 明 独立 性 的 结果 . 例如 ,利用 Martin 公理 可 以 证 明 非 主 算术 
超 滤 存在 ,从 而 知道 后 一 结论 相对 于 ZFC 是 无 矛盾 的 [971. 

各 种 集 论 的 新 假设 及 应 用 正在 被 大 量 地 研究 这 一 事实 说 明 作为 数学 基础 
的 集 论 仍 在 变化 发 展 之 中 . 

不 存在 不 变 的 数学 基础 .一 个 时 期 合适 的 基础 ,到 时 候 会 变 得 不 合适 . 现 
今 的 集 论 不 会 例外 :最 终 必然 会 出 现 比 它 更 合适 的 基础 . 

关于 未 来 的 数学 基础 ,可 以 有 以 下 设想 . 

1. 新 基础 能 更 好 地 表现 数学 从 量 的 角度 研究 现实 世界 变化 与 发 展 的 这 
一 本 质 特征 ,使 数学 与 现实 世界 的 联系 更 加 紧密 ; 

2. 新 基础 也 使 不 同 数学 分 支 之 间 以 及 不 同 数学 结构 之 间 的 联系 更 加 紧 
密 ,从 而 使 未 来 数学 在 新 的 基础 上 达到 更 高 水 平 的 统一 ; 

3. 新 基础 依 傍 逻 辑 的 重大 进展 ,更 适合 未 来 数学 的 发 展 ,有 比 集 论 更 强 
的 认识 ,分 析 与 解决 问题 (例如 连续 统 问 题 之 类 ) 的 方法 与 能 力 ; 

4. 新 基础 对 旧 基 础 的 替代 不 是 将 后 者 彻底 推翻 ,而 是 包容 一 一 能 兼 收 并 
善 集 论 所 积累 的 全 部 积极 成 果 ; 

5. 新 旧 基 础 的 交 蔡 过 程 伴随 着 矛盾 和 斗争 , 当 条 件 成 熟 时 ,新 的 理论 会 
首先 为 当时 新 一 代数 学 家 所 熟悉 . 

20 世纪 中 叶 出 现 了 范畴 论 ( 它 不 以 集 之 间 的 归属 关系 为 基本 概念 ,而 代 
之 以 映射 的 复合 关系 为 基本 概念 ). 按 这 种 理论 的 目标 与 已 有 的 进展 (参见 
[98]) , 它 很 可 能 成 为 未 来 数学 基础 的 有 力 竞争 者 . 
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1.2 附 3 思 考题 1 

缺少 PA1, 可 以 有 N= 2. 

缺少 PA2, 或 PA3, 可 以 有 N= 101. 

缺少 PA4, 可 以 有 N= 0,0 ,0"| ,其 中 0 与 0 互 为 后 继 :0->0 一 0 

缺少 PA5,N 可 以 有 下 面 的 形象 : 

0,0°,0° ,7 wy sw” ,ees 

其 中 w 可取 为 任 一 不 同 于 0 的 新 数 . 

1.2 附 3 思考 题 2 

Peano 公理 所 定义 的 自然 数 集 N 是 惟一 的 . 设 另 有 集 N 也 满足 Peano 公 
理 , 则 令 M= NIN. 于 是 

1” 0E M( 这 里 因为 0EN 且 0EN)， 

2” 设 zEM, 则 zEN 且 zEN. 由 PA2 知 ziEN,z'EN. 故 有 z'E 

M. 

由 1",2" 用 PA5 两 次 (一 次 对 N, 一 次 对 N) ,得 M=N=N. 

1.2 附 3 思考 题 3 定理 20 的 证 明 中 没有 直接 用 条 件 1". 事实 上 条 件 1 
可 以 省 去 ,因为 2 一 1 :如 果 2" 成 立 , 那 么 p(0) 自 动 成 立 ;这 是 因为 “<0 时 
p(k) 都 成 立 " 是 当然 的 . 

把 条 件 1 单独 写 出 来 ,是 强调 归纳 过 程 (验证 2) 的 第 一 步 必 须要 单独 验 
.证 p(0) 成 立 .(m =0 时 ,没有 归纳 假设 可 用 .) 

2.1.1 练 习 1 一 元 真 函数 有 四 个 (参见 2.1.4 定理 1 证明 ). 二 元 真 值 函 
数 共 16 个 ,列表 如 下 (其 中 对 应 于 “不 可 兼 或 "的 是 f10). 


2.1.1 练 习 2 
(1) ( 户 Aq) 一 一 (一 户 V 一 9)， 
(prq) (pV g), 
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(prq)m(—(FpV gq)V (pVa)). 
(2) (pA gq)~—(p™ 9q), 
(pV qm(— pq), 
(prq)m((p>q)N\(g™>p)). 
2.1.2 练 习 1 (1),(4),(5) 是 永 真 式 . 
2.1.3 练 习 1 (1),(2),(5),(6),(7),(10) 是 永 真 式 . 
2.1.3 练 习 2 正确 . 
2.1.3 练 习 3 不 合理 . 
2.1.3 练 习 4 n 奇数 时 . 
2.2.2 练 习 1 
1” 三 有 了 矛盾, 即 存在 公式 g 使 下 Hg 与 一 4. 于 是 对 任 一 公式 p ,存在 着 
户 从 厂 的 证 明 : 
… gm 一 g, 一 9 一 (g9 一 力 )( 永 真 式 ) ,g 一 户 , 力 . 
上 面 证 明 的 最 后 两 步 是 由 前 面 的 公式 用 分 离 规则 写 出 的 . 
2” 从 了 Hb 一 qd 证 明 PUiIplHae 比较 简单 ,用 分 离 规则 由 p 与 pq 
便 可 写 出 gq. 
反 过 来 , 设 TIUI!pi tq. 于 是 有 9g 从 TU 1p| 的 证 明 g,…,q,(=9q). 我 们 
对 这 个 证 明 的 长 度 n 归纳 证 明太 F p 一 gq,( 即 厂 H* pg, 这 是 要 达到 的 目 
的 ). 
n=1 时 ,只 有 三 种 可 能 :g 是 公理 ,或 gE€ 丁 ,或 g 就 是 p. 当 9g 是 公理 或 
g ET 时 ,由 gq 及 永 真 式 g 一 (pq) 用 分 离 规则 即 得 p 一 gq. 当 q 就 是 p 时,p 
一 g 是 永 真 式 . 
n>1 时 ,有 儿 种 可 能 :g 是 公理 ,或 gEz, 或 9 就 是 ,或 g 由 于 使 用 推 
理 规则 而 得 .前 三 种 情形 与 x =1 时 的 三 种 情形 同样 处 理 ,只 用 讨论 以 下 情 
形 . 
(i) g( 即 gq,) 由 分 离 规 则 得 到 , 即 有 i,j<n 使 %= gi 一 q. 由 归纳 假设 ,我 
们 有 
THp—>qRkrtp>a(Mmp— (gq)). 
再 由 水 真 式 (p 一 (gi: 环 q)) 一 ((p 一 qi;) 一 (p 一 q)) 两 次 用 分 离 规则 分 离 出 p 
一 kg: 
(ii) gq 由 推广 得 到 , 即 g 为 Y zgj ,j<z .由 归纳 假设 ,有 下 上 六 一 g .由 此 
用 一 次 推广 规则 写 出 Yr(p 一 gq;). 再 写 出 量词 公理 
Vr(pqj)(p 阅 VY zxq;)，( 注 意 因 p 是 语句 , 故 工 不 在 p 中 自由 出 现 ) 
最 后 用 一 次 分 离 规则 得 p 一 Y zgqj ,此 即 所 需要 的 p 一 q- 
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3” 由 已 知人 U1 一 pj Fg 及 一 g 和 水 真 式 一 g 一 (gq 一) 便 得 
TU!pt tp- 
由 此 用 2" 中 演绎 定理 得 厂 * 一 p 一 pp. 再 写 出 永 真 式 (一 p 一 p) 一 ,用 一 次 分 
离 规则 便 知 生 上 户 . 
4” 由 已 知人 Up} Fg 及 -gq 和 永 真 式 一 一 p 一 p 便 知 
TU!——pltg 及 gq， 
由 此 用 3" 中 反 证 律 便 得 忆 上 一 4. 

关于 反 证 律 与 归 廖 律 差 别 的 说 明 

从 形式 上 看 , 反 证 律 是 将 待 证 公式 先 否 定 ,把 否定 的 待 证 公式 作为 新 假 
定 , 若 推出 矛盾 , 则 肯定 这 个 待 证 公式 ; 归 廖 律 是 将 待 证 的 否定 式 先 肯定 ,去 掉 
前 边 的 否定 号 后 作为 新 假定 , 若 推出 矛盾 , 则 证 明了 原来 的 否定 式 .前 者 常用 
来 证 明 肯 定式 ,后 者 常用 来 证 明 否定 式 .对 于 我 们 的 系统 , 反 证 律 与 归 廖 律 的 
差别 是 不 重要 的 .但 对 于 其 他 某 些 系统 ,它们 的 差别 是 本 质 的 ;在 这 些 系 统 中 ， 
不 承认 永 真 式 都 是 合理 的 ,特别 是 不 承认 双重 否定 律 一 一 p 一 p( 等 价 于 排 中 
律 一 pVp) 的 合理 性 .( 详 见 [67]. ) 

5” 用 4" 的 归 廖 律 来 证 明 . 先 注意 以 下 公式 从 | Y zp,Y x 一 p} 可 证 : 

VYzhbh,VYz 一 户 , YIpb 一 记 , Yz 一 户 一 一 户 , 轧 , 一 户 . 
上 面 第 三 、 四 步 是 量词 公理 ,后 两 步 用 分 离 规则 写 出 . 现 可 用 归 廖 律 得 
IVYzrpl +t 一 Yr 一 ,此 即 3 xxp. 
6” 用 水 真 式 (p*q) 环 (一 p 呈 一 q). 
7” 用 水 真 式 
(pg) 一 ((rs) 一 (( 户 人 r) (4 人 s))， 
(pe*g)- 一 (rs) 一 (( 记 Vr) 一 (qVs)). 

8” 考虑 对 称 性 , 先 证 F  Yzxp 一 VY zg. 下 面 是 Y xg 从 Vzp 的 证 明 : 
Vzp,V zpp (量词 公理 ),p,p 一 ((p**q)->g) ( 永 真 式 ),(p**q)*q,(p 
9) (已 知 ),q, Yzg (推广 规则 ). 

利用 永 真 式 (pg) 一 (一 p 一 g) 及 6" 进而 可 得 上 * 3 zp** 3 zxq. 

2.2.2 练习 2 以 下 题 号 的 公式 不 是 谓词 演算 的 定理 . 

7” p(xz) 取 为 z?= 工 ,c 取 为 1, 论 域 为 自然 数 集 . 

9” R 取 为 实数 中 的 “<”. 

10” 同 9" 中 例 . 

12” R 取 为 自然 数 中 的 “=”. 

14” 从 右 向 左 的 蕴涵 是 不 正确 的 .例如 自然 数 中 取 p(xz) 为 5<z, 取 
q(z) 为 zx<4.( 如 果 p(z) 或 ga(z) 中 工 不 自由 出 现 , 则 此 题 的 公式 恒 真 .) 
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15” 从 左 向 右 的 蕴涵 是 不 正确 的 .例如 自然 数 中 取 户 (z) 为 5< z, 取 
g(x) 为 x 三 5.( 如 果 p(z) 或 g(z) 中 工 不 自由 出 现 , 则 此 题 的 公式 恒 真 . ) 

17” 从 右 向 左 的 蕴涵 是 不 正确 的 .例如 自然 数 中 取 p(z) 为 +z>5, 取 
q(z) 为 工 =6. 

2.2.2 练习 3 对 户 中 一 ,人 ,V,y 与 了 出 现 的 次 数 = 归纳 证 明 上 户 " 二 
—p. 
有 =0 时 , 户 是 原子 公式 ; 按 户 " 的 定义 ,p" 就 是 一 p. 
n>0 时 ,p 有 五 种 可 能 形式 :一 gq,gq Vr,q 八 r,Y zxq,3 zgq. 由 归纳 假设 ， 
总 有 上 9g "二 一 g, Fr 一 r 对 五 种 可 能 分 别 讨论 如 下 . 

(iD 户 为 一 g 时 ,p' 为 gq" .由 上 9g "+ 一 4 用 归纳 假设 及 练习 1(6") 即 得 
上 上 一季 全 一 一 qg, 此 即 上 力 " 全 一 户 . 

(ii) pp 为 gVr 时 ,p "为 qa* 人 r" 由 归纳 假设 及 练习 1(7°) 可 得 

tlg* Ar ) 二 (一 4 人 一 r)， 
再 用 De Morgan 律 便 得 
FtF(gq"Ar")em—(qVr), 此 即 Hp* 呈 一 p. 
(证 ) p 为 gr 时 ,证 明 类 似 于 (ii). 
(iv) 户 为 Yzg 时 ,p “为 3xq". 此 时 有 
H jzqg "过 3z 一 9 (归纳 假设 及 练习 1(8")) 

F 3 ze 一 Yz 一 一 9 《此 即 上 式 ) 

+ 一 Yz 一 一 ge 一 Yzg (由 永 真 式 一 一 g 一 4 及 练习 1(8"),1(6")) 

F zxzg "一 Yzg (由 上 两 式 及 永 真 式 (eg) 一 (gr) 一 

(pr))) 

此 即 p"** 一 pp. 

(v) p 为 3 xq 时 ,证 明 类 似 于 (iv). 

2.2.2 练习 4 反 设 Pi 有 矛盾 .由 反 证 律 得 

PrF 一 (xzb(z) 一 六 (c)). 
由 此 注意 永 真 式 一 (s 一 gq) 一 s 及 一 (5 一 qg) 一 一 4( 其 中 取 * 为 了 xzb(z), 取 9 
为 p(c)), 可 得 
TH3zrp(r) 及 和 一 户 (c). 
于 是 以 下 公式 从 工 可 证 : 

(1) 3zp(z), 

(2) =p(e), 

(3) 一 p(y),(y 取 为 不 在 一 p(c) 从 械 的 证 明 中 出 现 的 新 变 元 ,用 y 代 
替 证 明 中 所 有 的 c, 便 得 一 p(y) 从 醋 的 证 明 .) 
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(4) Vy 一 p(y)，《〈 推 广 规则 ) 

(5)Yy 一 p(y) 一 一 p(xz)，( 量 词 公 理 ) 

(6) 一 p(z)，《 分 离 规则 ) 

(7)Vz 一 p(zt)，( 推 广 规则 ) 

(8) 一 3zp(z)， (Yr 一 p(x) 一 一 了 Yr 一 p(zx) 是 永 真 式 ) 

(1) 与 (8) 说 明 丁 是 有 矛盾 的 . 

3.2 练习 1 对 任意 集 s 及 集 6= |r€s|zrKr1( 由 内 涵 公 理 ,6b 是 集 )， 

(1)5Rb. 反 设 bEb, 则 565 具有 6b 中 元 素 的 性 质 :5Jb ,矛盾 . 

(2)bYs. 反 设 b5Es. 由 (1),6Kb. 这 说 明 4 具有 6b 中 元 素 的 性 质 ,所 以 65 
E0, 矛 盾 . 

既然 2 和 ,而 * 是 任意 集 , 这 说 明 对 于 任何 集 , 都 存在 不 是 自己 元 素 的 
集 ,从 而 说 明 把 一 切 集 都 作为 自己 元 素 的 集 是 不 存在 的 . 

上 面 的 讨论 指出 ,如 果 存 在 包含 一 切 集 的 集 s ,那么 内 涵 公 理 中 的 “rE s” 
便 成 了 虚设 ,用 内 涵 公 理 形成 集 的 方式 与 无 限制 地 形成 集 |z | p(xz)} 的 方式 
并 无 区 别 , 于 是 罗素 悖 论 又 可 重演 了 . 

3.2 思 考题 1 y= 可 用 Yr(zKy) 消 去 ;DEz 可 用 3y(y= 人 BAyE 
z) 消 去 . 

3.3 思考 题 1 参见 3.3 练习 2(3). 

3.3 思考 题 2 都 至 多 有 两 个 元 素 . 

3.3 练习 1 错误 的 是 (1),(6),(7),(10),(13). 

3.3 练 习 2 (1)a=b,， (2)a=b=c, (3)a=c 且 b=4d. 

3.3 练习 3 由 (a,b,c) 的 定义 两 次 用 命题 1. 

3.4 练 习 1 (1)A，(2)@， (3)A, (4)A, (5)-， (6)-， 
DUN, (WUN, MN,-, (VM)C, (1D)C, (12)C, 
(13)D,D， (14)8. 

3.4 练习 2 {a,6b,cj 的 子 集 共 8 个 .1a,5,…,i, 庆 的 子 集 共 2% 个 .n 元 
集 的 子 集 共 2" 个 . 

3.4 练 习 3 (1)c=aVc=p，(2)6=a，(3)a=0=c，(4)a=cA 
b=d, (5S)la,b,csd,e,f}, (6)lal, (TDa, (8)6, (9)12 ,1GH， 
(O12 ,BSH, (1D)=,， (12)D, (9)N,U, (14)=, (15)C， 
(16)U. 

3.4 练习 4 参见 8$3.5 命题 1. 

3.4 练习 5 题 中 5 个 语句 互相 等 价 . 
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作 集 


3.4 思 考题 1 


不 存在 集 a 使 儿 (a)Ca. 反 设 存在 a 使 (a)Ca, 则 可 


b=|r€alrgr}. 


因 bCa, 故 5EF(a). 由 假设 可 知 6E a. 这 导致 下 面 的 巴 盾 :bE€b > bb. 


3.4 思 考题 2 
3.4 思 考题 3 
3.4 思 考题 4 


不 能 .反例 : 设 a=0= 工 =z,c=y,Qa 天 c. 
9(Ua)=a 当 且 仅 当 存在 集 使 4a = 多 (5b). 
(4),(6),(7) 是 错误 的 . (4) 中 等 号 可 改 为 汪 . 


(4) 的 反例 : 取 a= |zx,y} ,b= {y,zl,z 天 yz 天 zz 天 y， 
(6) 中 等 式 左边 集 含 有 人 ,右边 集 不 含 纪 . 
(7) 的 反例 : 取 5b= |al 且 ao 天 纪 . 


3.5.1 练习 3 
3.5.2 练习 1 
3.5.2 练习 2 
3.5.2 练习 3 
3.5.2 练习 4 
3.5.3 练习 1 


3.5.3 练习 2 
3.5.3 练习 3 
3.5.3 练习 4 


3.5.3 练习 5 


(2),(4),(6) 是 错 的 .(6) 中 当 a = 时 ,不 一 定 有 bCd. 
共 8 个 . 

(OU I: 

(=， (2)C, (3)D， (4)>. 

(DIC,2), (usu), (v0, (2){(y,y),(z,z)}. 


(DIg ,1gH!, (1g,1G11,G}, 
(3)1G 1， (4)2， 
(HZ, GH!, (6)8, 
DEG ,GH)}, (8)f. 


64 个 ,没有 满 射 . 单 射 有 6 个 . 

64 个 , 满 射 有 6 个 .没有 单 射 . 

(DD)=,， (2)C, (3)2,， (4)=， 
(5)=, (6)=, (7)IO, (8)C. 
(1)27，(2) 共 9 个 ，(3)1ZB1，(4)@2. 


3.5.3 思 考题 1 a 到 9(a) 的 双 射 不 存在 .参见 $ 6.2 定理 1.4 到 F(a) 
的 单 射 容易 建立 :对 zxEa, 令 工 对 应 于 {z} 便 可 . 


3.6.1 练习 1 


(4)4,0,3,0,0,0. 


和 


3.6.1 练 习 3 


(1)4, (2)0, (3)111,21 414,11,014,0,3,0,0, {1!, 


f 与 g 满足 :YzEanp f(z)=g(zx). 


3.6.1 练习 4 及 思考 题 1 参见 4.4.1. 
3.6.2 思考 题 1 在 定理 1 中 , 取 a=w,zo=1; 对 任意 取 定 的 自然 数 m， 


h(n)=n"m. 
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则 按 定理 1 ,惟一 存在 与 m 有 关 的 函数 f,, :wm 一 w 满足 
fm(0)=1, 
fa(n')= fn Cn) m. 
规定 m” = f,(n ) 便 符合 题 中 的 条 件 . 
3.6.2 思 考题 2 根据 递归 定理 (3.6.2 定理 1), 对 给 定 的 a,s 与 e, 惟 一 
存在 函数 f:w->a 具有 性 质 
f(0) = e， (1) 
f(n')= s(f(n)). (2) 
需要 证 明 f 是 双 射 . 
第 一 步 ,证 明 f 是 满 射 , 即 /[w]=a. 
考察 f[w]Ca. 首 先 有 e€Ef[w]( 由 (1)). 任 取 zEf[w], 设 z=f(n)， 
n€w; 此 时 有 
s(z)=s(f(n))=f(n’). (由 (2)) 
这 说 明 *[f[w]jCF[o]. 由 条 件 (ii) 得 f[w]=a. 
第 二 步 ,证 明 / 为 单 射 : 
Vn€Ew VmEwm¥n>f(m)f(n)). (3) 
对 n 归纳 证 明 (3). 
n=0 时 要 证 m 关 0f(m) 关 e( 注 意 f(0)=e). 
事实 上 , 当 m 取 0 时 有 kEw 使 m=k'. 这 时 有 
f(m)=f(k )=s(f(k)), (由 (2)) 
由 此 及 条 件 (i) 即 知 f(m ) 天 e. 
作 归 纳 假设 :Ym€w(m 关 nf(m) 关 了 (n)). 
下 面 证 明 mn'>f(m) 取 f(n'). 
设 f(m)=f(n'). 这 时 m 沽 0, 否则 m=0 时 有 


s(f(n))= f(n') (由 (2)) 
= f(0) (由 所 设 ) 
=e, 

这 与 条 件 (i) 矛 盾 . 设 m= 二"',kEw, 于 是 有 
s(f(k))= f(k') (由 (2)) 
= f(m) (已 设 m = &')) 
= (rz ) (已 设 f(m)= f(n')) 
= s(f(n)). (由 (2)) 


因 * 为 单 射 条 件 (ii) , 故 由 上 式 得 /(k&)= f(n). 再 由 归纳 假设 得 


k=n,k’=n’ ,m=n". 


练习 题 与 思考 题 担 示 或 解答 5 * 


至 此 (3) 的 归纳 证 明 完成 . - 

3.6.3 练习 1 反 设 N 是 有 限 集 , 则 由 命题 2 知 N 不 存在 到 真子 集 的 双 
射 .但 N 到 偶数 集 存在 双 射 . 

3.6.3 练习 2 对 有 限 集 a 的 元 素 个 数 ” 归纳 证 明 a 的 子 集 也 是 有 限 集 . 
n=0 时 a = 多 .假设 命题 对 n 成立, 然后 设 存在 双 射 f: ae 一 ?+1, 并 设 X 是 
a 的 子 集 , 且 设 f(z)=n, 其 中 xzEa. 

情形 1 ,rEX, 这 时 XX 是 a - 1z| 的 子 集 , 按 归纳 假设 ,X 是 有 限 集 . 

情形 2,zEX. 这 时 X-izl 是 a -1zil 的 子 集 从 而 是 有 限 集 . 设 存 在 
XX 一 jn| 到 自然 数 m 的 双 射 ,那么 存在 X 到 m +1 的 双 射 ,所 以 X 是 有 限 集 . 

4.1.1 练 习 1 a 上 二 元 关系 有 512 个 ,其 中 等 价 关 系 有 5 个 ,例如 

1(0,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. 

4.1.1 思 考题 2 a 上 的 等 价 关系 有 15 个 .参见 4.1.2 练习 3. 

4.1.1 思 考题 3 不 能 .只 能 说 明 a 上 具有 对 称 性 与 可 递 性 的 二 元 关系 尺 
是 Dom(R) 上 的 等 价 关系 ,但 不 一 定 有 Dom( R)=a. 

4.1.1 练习 2 1” 自 反 性 :In ENIf(n)=f(n)1=NEF, 故 f=Ff. 

2” 对 称 性 显然 . 

3” 可 递 性 : 设 f=Fg,g= 态 , 即 

In€ENIf(n)=g(n)IEF, In€ENIg(n)=h(n)|EF, 
这 时 有 
[|n€EN|If(n)=h(n)|O{nENIf(n)=g( INInENIg(n)=h(n)}, 
由 滤 子 的 性 质 (2) 与 (3) 知 |nEN|f(n)=h(n)1EF, 即 f=. 
4.1.2 练习 1 (1) 由 R 的 定义 ， 
xRy 一 zz 与 y 属于 P 的 同一 成 员 . 
1” R 的 自 反 性 : 因 UP=a, 故 
Yr€a 3pEP rE€Eb. 
这 时 当然 有 ztRz. 
2” R 的 对 称 性 显然 . 
3” R 的 可 递 性 : 设 zRy 且 yRz, 即 
zyEbEP，y,<EcE 访 . 
这 时 y€E5 门 c 关 多 .由 PP 的 性 质 (让) 知 6=c. 
(2) 设 zEpEP. 因 
t EDtRr (由 R 的 定义 ) 
一 + € [x] ([z] 的 定义 )， 
故 b=[z]. 这 便 证 明了 a/R=P. 
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4.1.2 练 习 2 N/R={[o],[1],…[9]}, 其 中 [0]= 10,10,20,…|,[1] 
={1,11,21,"…} 
4.1.2 练 习 3 Pi= 1{01,411,124!,P2= 410},{1,2}1,P3= {10,1}, 
{2t},Ps={{0,24 ,114 ,Ps={10,1,2}}. 
4.1.2 练习 4 a= {0,1,2,3| 的 剖 分 是 独 元 集 的 情形 ,1 种 ; 剖 分 是 2 元 
集 ,7 种 ; 剖 分 是 3 元 集 ,6 种 ; 剖 分 是 4 元 集 ,1 种 .a 的 不 同 剖 分 共 15 种 . 
4.1.3 思 考题 1 设 a 的 元 素 皆 非 空 . 令 b=|(z,1)|rEa,1€x|. 定 义 
6b 上 二 元 关系 尺 
(r,t)R(y,u) r=y. 
RR 是 b 上 的 等 价 关 系 .由 选 代表 原则 ,5b/R 存在 代表 集 f. 了 即 为 所 求 的 a 上 
的 选择 函数 . 
4.2 练 习 1 设 有 4。 与 c 都 有 (2) 中 性 质 : 
a+b=0 且 a+c=0. 
则 有 
b=b+0=b+(atc)=(b+a)+c=(a+b)+c=0+c=c. 
4.2 练 习 2 设 a=[(m,n)],b=[(p,g)]. 由 a*6b=0, 即 [mp+ng, 
mq + np)]=[(0,0)] 得 
mp+ng= mqt+np (1) 
由 此 可 证 m =n 或 p=g( 从 而 a=0 或 b=0). 反 设 m 关 n 且 p 关 9. 考虑 (1) 
式 对 称 性 ,不 妨 设 m<n,p<g. 可 令 n=m+s,g=p+t, 其 中 s,t>0. 代 入 
(1) 整 理 得 mt + st =0, 这 与 ;,t>0 矛盾 . 
4.3 题 1 (iii)ad=pe >adf=bf adf=bde  ( 因 cf=de) 
一 af=be ( 因 d 关 0). 
4.3 题 2 注意 有 0 时 (a,b) 一 (ak,bk). 
4.3 题 4(3) 令 0=[(0,1)]. 
4.3 题 4(4) 令 s=[(-a,6b)]. 
4.3 题 6(7) 令 1=[(1,1)]. 
4.3 题 6(9) 令 s=[(b,a)]. 
4.3 题 7 [(a,b)] 1!=[(b,a)], rs=[(ad,bc)]. 
4.3 思考 题 1 题 中 的 等 价 关系 的 定义 要 调整 .更 重要 的 是 :在 新 的 商 集 
里 , 若 要 保持 加 法 与 乘法 定义 不 变 , 就 不 能 做 到 每 个 非 零 元 都 有 惟一 的 乘法 逆 
元 ,而 这 一 条 是 引进 Q 的 主要 目的 . 
4.3 题 8 ad<bc >adbidi<bcbidi ( 因 b1d1>0) 
>baiddi<bbicid ( 因 ab1=bai,cd1=c1d) 
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>adi<bic! ( 因 5b,d>0). 
4.3 题 9(12) ad<bc 及 cf <de > adf <bcf < bde > af < be. 
4.3 题 10 f(p)=[(p,1)]. 
4.3 题 13 Ran(/)=Z. 


4.3 思 考题 2 子 =| (3 站 (右边 括号 内 的 是 旧 整 数 ) 


=[(2,3)]=[(4,6)]=[ 人 1 半 = 各 . 
4.4.1 练 习 1 设 超 滤 下 非 自由 , 即 存 在 有 限 集 {n1,…,na1E 下 .于 是 


N=- {a ns} =(N- fm) NN (N- {ml)gF, 
由 滤 子 性 质 2° 知 N 一 |n1},…,N 一 |n4| 不 能 同时 属于 下. 设 其 中 某 个 N 一 
jni1 2F. 再 由 超 滤 性 质 4* 知 1n;| E 开 ,这 说 明正 是 主 超 滤 : 下 = 书 . 


4.5 思 考题 1 不 是 . 例 上 E Q< ,但 二 的 乘法 逆 元 cgQ< . 
4.6 题 1(1) 用 |z+y| 之 |zl+1y|. 
4.6 题 2(2) 先 让 |al< 支 ,181< 去 ,再 用 la +BI<lel+181. 


4.6 题 2(3) 先 让 |z|<m,|a|< 去 . 
4.6 题 3(3), 题 4, 题 5 由 题 2(2),(3) 立 即 可 得 . 
4.6 题 6(9) [zj] 短 [0] :zxX0 一 |z-0| 红 


二 工 下 
一 3kEN|z|> 二 一 3kEN| 士 |<k, 帮 了 EQ<. 
4.6 题 7 因 zXy, 故 有 kEN 使 y-z> 汪 .对 此 上 有 


lz-zil< 去 ,ly-yil< 藤 ( 因 z~ziwy~y). 


于 是 -zi=y-y+y-z+z-zi>- 直 + 开 - 赤 = 汞 . 
这 说 明 
2 > 和 且 ZX 1 
4.6 题 8(12) z<yAy<z 一 <z， 
(z—-r>y-r)N\rry™ rHz. 
4.6 题 9 zr<y 时 , 若 zXy, 则 [z]<[y]; 车 zz 一 y, 则 [z]=[y]. 
4.7 思 考题 1 设 <ER-Q. 不 妨 设 as >0( 否 则 讨论 - <). 对 任意 EN， 


今 


站 =minlnENla-104< 对 一 1， 
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则 有 


YAEN( 从 <a< 兴 ii )， a= [总 ] (osEN®). 


nl ?2 ,Tk 


n0,10°102"” ,105* “给 出 了 a 的 十 进 表示 . 
5.3 练 习 1 令 C=RxR, 在 C 中 定义 加 法 乘法 如 下 : 
(zlyyi) + (za,y2) = (Zz1 + ZT2,Y1 + y2), 
(zx1591) * (za,yz) = (Zizz - yy2s 712 + T2y1). 
这 样 定义 的 + 与 "具有 域 的 性 质 . ( 零 元 为 (0,0) ,单位 元 为 (1,0).) 
5.3 附 练习 1 反 设 1<0(1 天 0 是 域 的 已 知性 质 ). 根据 序 域 性 质 , 有 
1+(-D<0+(-1), 060<-1; 0-:(-1D)<(-1).(-1)=1,0<1, 矛 
盾 . 
5.3 附 练习 2 1” 对 nn 归纳 .wt+n+1l=m+(n+1)=(m+n)+1= 
miantl=m+ntl. 
2” 对 n 归 纳 .mz*(n+1D)=m(nt+1)=mn+ml 
=m nt+m=m n+m=m"(nt+1). 
3 先 对 n 归纳 证 明 n>0 一 n>0.(n+1=n+1>0+1>0.) 
然后 设 m<n. 由 nn--m>0 得 xn 一 m>0, 于 是 


n=m+(n—m)=m+n-m>m+0=m. 


5.3 附 练习 3 
1 bs A er 
-+ 


3” 不 妨 设 m,p>0.np<mg 一 np<mq (由 练习 2). 

5.3 附 练习 4 

1 设 R 中 另 有 以 a 为 最 小 上 界 的 递增 有 理 数列 5 ,对 应 的 在 R 中 的 
最 小 上 界 是 a , 则 有 a =a. (不 妨 反 设 a<a .由 a 的 最 小 性 知 ,存在 i€w 
使 5<8 .在 R 中 , 因 s%<a, 故 可 取 充 分 大 的 有 使 产 >si. 由 练习 3(3 7) 知 六 > 
5 >a, 这 与 4 是 xh 的 上 界 矛 盾 . ) 

2” 分 别 取 以 a ,6b 为 最 小 上 界 的 递增 有 理 数列 x ,si. 因 a<65, 故 可 取 
Ew 使 a<s. 又 因 每 个 r;<a, 故 每 个 7;<ss, 从 而 有 assx<5. 

3” 设 zE 五 . 取 以 z 为 最 小 上 界 的 递增 有 理 数列 产 .R 中 对 应 于 7 的 六 
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有 最 小 上 界 , 记 为 a, 则 gp(a)= 工 . 

4” 设 另 有 y 也 是 R 到 R 的 保 序 双 射 , 且 满 足 y(r)=r(rEQ). 下 证 
Jy 1p(a)=a( 即 g(a)=y(a)), 其 中 a€R. 

先 设 J sp(e)<r<a, 其 中 rEQ. 这 时 有 

9g(a)=%eyg gla)<y(r)=r=gp(r)<yp(a), 巴 盾 . 
再 设 a<r<y 1*p(a), rEQ. 这 时 有 
g(a)<gp(r)=r=y(r)<yry gp(a)=gp(a), 矛 盾 . 

5” 分 别 取 以 a,6 为 最 小 上 界 的 递增 有 理 数 列 7 ,54, 则 易 知 ri + 5 ， 
碑 直 训 与 十 5k 分别 以 a+6,4a16,a+5 为 最 小 上 界 . 因 7k+5=74+ 34( 练 
习 3(1°)), 故 a +6=a+6. 

6” pla)tp(-a)=p(at+(-a))= 9(0)=0. 

7”a=0 或 5=0 时 ,显然 .考虑 6 ,不 妨 设 a,b>0, 证 明 与 5 类 似 . 

5.4 练 习 1 对 归纳 

(1) =0 时 , 因 Yz(zZ0) 在 "N 中 也 真 , 故 rz 二 0. 义 因 0EN, 故 r 天 0. 

(2) 设 r>n, 下 证 r>n+1. 反 设 r<n+1. 因 语句 

Vr(n<r<nt+l—* r=n+1) 
在 N 与 *N 中 丝 真 , 故 由 n<r 二 n+1 得 r=n+1, 与 rN 矛盾 . 

6.1 练 习 1 正 整数 (和 0) 与 偶数 对 应 , 负 整 数 与 奇数 对 应 . 

6.1 练 习 2 fCm,n)= 汪 (mtn) (mtntl)+m. 

为 证 f 是 单 射 , 设 m 关 i 或 n 隆 j, 要 证 f(m,n) 隆 f(i,j). 分 m+n= 
i+j 与 m + n>i+j 两 种 情形 讨论 . 

为 证 f 是 满 射 ,对 任意 Ew, 要 找 m,nEw 使 (m,n)=k. 取 满足 

&< 二 (1+ D+2) 


的 最 小 1 当 上 = 二 77+ DD 时 , 取 =1 my 一 0; 当 > 寺 1(L+D 时 , 取 


思 =A- 寺 (4+1)，m = 一 m， 


6.1 思 考题 1 类 似 于 例 1 ,把 所 有 分 数列 成 无 穷 点 阵 ,去 掉 重 复数 ,依次 
指定 自然 数 号 码 , 便 可 建立 双 射 .简单 的 方法 见 86.3 例 2. 

6.1 练 习 3 下 的 单 射 性 : 设 与 天 02(Ca). 取 ze 和 io2, 则 万 (z)=1 
而 f(x)=0. 

下 的 满 射 性 :对 任意 :a 一 2, 令 5=|zEalf(z)=11, 则 F(5)=/. 事 


实 上 ,有 
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Vr€Ea(f(z)=1 0 f(x)=1). 
6.1 练 习 4 对 归纳 .可 用 命题 1. 


6.1 练 习 5 /(z)=tan(z -去 = 给 出 了 所 需 双 射 
6.1 练 习 6 在 (0,1) 中 取出 一 串 点 : 


让 它们 分 别 与 
sl 


0,127, 3 4 Dr 
对 应 ,区 间 的 其 他 点 不 动 . 另 一 种 方法 是 利用 练习 5 及 §6.2 引 理 1. 
6.1 练 习 7 
(1) 取 a 到 4 的 双 射 .下 式 定义 的 下 是 (a) 到 儿 (b) 的 双 射 : 
F(b)=f[b], bCa. 
(2) 取 a 到 6b 的 双 射 /. 下 式 定义 的 g 是 a Uc 到 bUc 的 双 射 : 
[f(z), r€Ea, 
Rs xzEc. 
(3) 与 (2) 类 似 . 
(4) 取 a 到 6 的 双 射 f,c 到 d 的 双 射 g; 则 下 式 定义 的 户 是 axc 到 bxd 
的 双 射 : 
A((z,y))=(F(z),g(y)). 
6.1 练 习 8 w 到 a 的 双 射 /如 下 递归 定义 : 
f(0) =mina 〈 即 a 中 最 小 数 )， 
f(1) =min(a - {f(0)1), 


f(n) =min(a -1f(i) 1i< nl)，( 注 意 |/(i) 1i < n| 是 有 限 集 .) 
了 严格 递增 , 故 是 单 射 . 反 设 f 不 是 满 射 , 令 m 二 min(a 一 f[w]). 取 kEw 使 
f(k)>m( 注 意 f[w] 无 界 ). 于 是 

m=min(a —f[w])=min(a — {f(i)|i<k1)=f(k)Ef[w], 矛 盾 . 
6.1 思 考题 2 w- 旅店 店主 可 将 他 的 请 求 由 f 调整 为 g: 
f(z)， 工 的 个 位 数 为 0,1,2,3,4， 
工 ， 工 的 个 位 数 为 5,6,7,8,9. 
本 题解 答 与 店主 的 调整 类 似 , 详 见 $6.2 引 理 1. 
6.2 练习 1 
(1) a 到 2(a) 的 单 射 由 下 式 定义 : 


&(z) = 


一 一 
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f(z)=|zl, rE€a. 
(2) 任 取 yE 65, 则 所 需 单 射 由 下 式 定义 : 
f(z)=(z,y), rE€Ea. 
(3) 让 xz(Ea) 与 5 到 a 的 常 值 函 数 (f(t) 二 x,tE6) 对 应 . 
(4) 任 取 :天 ztEa. 让 yE0 与 太 E 和 如 对 应 ,f, 由 下 式 定义 : 
ls, xx=y， 
An， 工 天 y. 
(5) 任 取 :Ea. 让 f:6bva 与 g:c->a 对 应 ,g 的 定义 是 : 
pe” ZEO， 
1, XxE€Ec-b. 
6.2 练 习 2 任 取 yoE6b. 设 f:b->a 是 已 知 的 单 射 , 则 下 式 定义 的 g 是 a 
到 5 的 满 射 : 


g(7)= 


{(f-'(z), zzE[b]， 
#7)=1y, gto]. 


6.2 思 考题 1 参见 $6.5. 

6.2 思 考题 2 参见 $9.2 定理 3 与 $9.2 练习 1. 

6.3 练 习 1 (1) ac 导致 a~b. 

(2) ac 导致 bc. 
6.3 练 习 2 由 下 式 用 引 理 1 便 可 : 
N2CNNC29(NxN)~9 (N)~N2. 

上 式 依次 用 了 以 下 事实 : 

2CN,N 到 NN 的 映射 /CNXN,NXNXN 及 $6.1 练习 7(1)， 
$6.1 命题 1. 

6.4 练 习 1 是 可 数 集 的 有 :(1),(2),(4),(5),(8),(10),(12),(14)， 
(15),(17) ,(18),(19),(20),(22),(23),(24),(25),(26),(27),(28). 

以 下 用 a 表示 各 题 中 的 无 限 集 . 

(1) 与 (2) 用 可 数 集 性 质 4 与 性 质 3. 

(3) R=aUQ. 

(4) a = flnl,ln2,…. 

(5) a=N. 

(6) a~R. 

(7) a = 了 (N2), 其 中 N= 10,2,4,…,2n,…|. 用 $6.1 练 习 7(1). 

(8) 记 a,=|zE9(N)|z 有 nn 个 元 素 |, 则 a= Uespn<<UnesN”. 
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(9) as 有 R. 

(10) 每 个 asN. 

(11) Ao=R. 

(12) 2(Ne)s24+1(8$6.1 练 习 4), 用 可 数 集 性 质 7. 

(13) a~R. 

(14) a~@. 

(15) a=:Qi(0 次 与 工 次 多 项 式 视 为 2 次 多 项 式 的 特例 ). 

(16) C=aUR. 

(17) 每 个 二 次 方程 有 两 个 根 ( 可 以 是 重 根 ). 利用 (15) 及 可 数 集 性 质 7. 

(18) asUnesQ"7 

(19) n 次 方程 有 n 个 根 ( 可 以 是 重 根 ). 利用 (18) 及 可 数 集 性 质 7. 

(20) a~@. 

(21) a =AN=“N2(~R). 用 8$6.3 练习 2. 

(22) a~~Q 的 全 体 有 限 序 列 的 集 . 

(23) aCUnes QUI), + ,xD 

(24) 在 每 个 开 区 间 内 任 取 一 有 理 点 ( 因 Q 在 R 中 稠 ). 把 所 有 这 些 有 理 
点 形成 的 集 记 作 5, 则 apCQ. 

(25),(26) 与 (24) 类 似 . 

(27) 每 个 孤立 极 值 点 都 有 自己 的 开 区 间 , 其 中 没有 别 的 极 值 点 ;取出 一 
个 这 样 的 开 区 间 与 该 极 值 点 对 应 .然后 利用 (24). 

(28) 因 单调 函数 的 间断 点 都 是 第 一 类 间断 点 (函数 在 该 点 的 左 、 右 极限 
都 存在 ) , 故 每 个 间断 点 都 对 应 于 y 轴 上 的 一 个 开 区 间 ( 分 别 以 左 、 右 极限 为 
端点 ). 然 后 利用 (24). 

6.4 思 考题 1 见 6.4 附 . 

7.1 练 习 1 a 上 有 16 个 二 元 关系 ,其 中 有 3 个 偏 序 ,它们 是 名, |(x， 
3y)| ,1(y,x)}. 

7.1 练 习 2 a 上 有 2 个 二 元 关系 ,其 中 有 19 个 (严格 ) 偏 序 . 

7.1 思 考题 1 a 上 的 恒 等 关 系 T=|(x,zx)|zx€ al 同 时 是 a 上 的 偏 序 与 
等 价 关系 .严格 偏 序 不 可 能 具有 对 称 性 , 故 不 能 同时 是 等 价 关系 . 

7.1 思 考题 2 对 每 个 zxEau, 令 ar=itEalt 和 zl, 4A=jiarlzEal. 这 
时 有 

XZy + arCa,. 
工 对 应 于 av 的 映射 是 a 到 A 的 保 序 双 射 . 
7.1 练 习 3 按 r 是 严格 偏 序 验 证 + 满足 1 与 2 .例如 ， 
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(x,T)Kr 一 (并 ) 红 rr 
7.1 练 习 4 设 /(z)=f(y). 由 "<<" 在 6b 中 的 自 反 性 知 f(z) 夺 f(y) 且 
f(y) 三 f(x). 由 此 及 /的 已 知性 质 得 zy 且 y<z. 再 由 a 中 “<" 的 反对 称 
性 知 z= y. 条 件 修改 后 , 可 以 给 出 这 样 的 例子 :z 与 y 在 a 中 不 可 比 ,但 
f(r)=f(y). 
7.1 思 考题 3 令 a= jzo,ziyza,…,zo… 小 .定义 a 上 二 元 关系 r 为 
r={(z1, 70), (xT1,72), (zzyz3)。(z3yz4) (Tn+ 1 Tn+2) "|. 
用 “< "代替 ~ 写 出 来 ,有 zi< zo, 且 有 
TI<X2LTIC CTC 
偏 序 集 a 没有 最 大 元 ,但 有 一 个 极 大 元 zo. 
7.1 练 习 5 极 大 反 链 共有 4 个 ,例如 : 1 zj yl, |zil, ilzyyl， 
[E41 
7.2 思 考题 1 在 N* 上 建立 全 序 的 方式 很 多 ,例如 可 按 字典 顺序 , 令 
(zy)r(uu) ee ruV (r=uNy<v). 
7.2 思考 题 2 假设 C 中 有 了 具备 序 域 中 序 的 关于 运算 性 质 的 全 序 
“< ". 那 么 会 有 以 下 矛盾 : 
i=0- -1=0 (两 边 平方 )， 
i>0— -1>0, 
= 
7.2 练 习 1 不 满足 三 分 律 .下 式 定义 的 了 与 g 按 不 可 比 : 


nA0, 0, nzl. 
s 的 可 递 性 的 验证 : 设 
fkR1) < gkR) A Vn<ki(f(n) 
= g(n)) 有 g(k2) <h(k2) A Vn < kg(n) = h(n)). 
令 上 =min|k1,k2| , 则 有 
F(R)<h(R)IAN Yn<k (fl(n)=h(n)). 
s 满足 三 分 律 的 验证 : 任 取 f,gENN. 若 f 产 g, 则 令 
k=min{nEN|f(n)#g(n)}. 

于 是 当 F(A)<g(A) 时 fsg, 当 g(k)<f(k) 时 gsf. (mina 指 a 的 最 小 元 .) 

7.2 练习 2 对 归纳 .首先 F(0)>0. 设 F(z) 二 7 但 Fa+1)<z+l， 
则 有 

fl(n+1)<n<f(n), 
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这 与 了 的 保 序 性 矛盾 . 
7.2 练 习 3 令 0=N-a( 天 杂 ,a 是 真子 集 ). 
n=minb 
&< 时 ,kb( 由 n 的 最 小 性 ), 故 kEa. 反 之 , 设 kEa, 下 证 k<n. 反 证 n 
三 ,由 “前 段 " 的 定义 (定义 3) 知 n€4a, 这 与 n€65 巴 盾 . 
7.2 思考 题 3 能 用 无 限 种 方式 建立 (R, < ) 的 自 同 构 .例如 ,用 下 面 方式 
定义 的 f 都 符合 要 求 : 
f(r)=rx 
f(z) = 


7.2 思考 题 4 《N,<<) 的 自 同 构 只 有 恒 等 映 射 一 种 . 设 / :NN 是 保 序 
满 射 ,下 证 /(n)=n. 

对 n 归纳 .首先 有 /(0)=0( 由 f 是 保 序 满 射 易 知 ). 

设 k<n 时 f(k)=&, 但 f(n)>n( 由 练习 2 知 f(n) 宇 n). 因 f 是 满 射 ， 
故 可 设 f(m)=n .由 f 保 序 性 知 必 有 m<<n, 这 时 用 归纳 假设 得 f(m)=m， 
矛盾 . 

7.2 思 考题 5 f(z)= -e = 给 出 了 所 需要 的 同 构 映射 .方式 不 止 一 种 . 

7.2 思考 题 6 不 能 .参见 $7.3. 

7.3 练习 1 例如 :0, 一 1,1, 一 2,2,… ,一 n,n 

7.3 练 习 2 设 <。 是 a 中 良 序 .在 6b 中 定义 序 <。 如 下 .对 于 任意 yy 
Eb, 设 y=f(z1),y2= f(z2). 规 定 

3IKuy2e TI<ar2. 

于 是 f 为 保 序 双 射 , 且 保 持 良 基 性 . 

7.3 练习 3 用 练习 2, 只 须 找 到 N 到 Q 的 双 射 .这 可 以 办 到 , 因 Q~N. 

7.3 思 考题 1 1iEQli<0Vt2<2| 是 Q( 按 通常 序 ) 的 前 段 ,但 不 能 表示 
成 jzEQlz<zi(zEQ) 的 形式 . 有理数 集 的 前 段 与 实数 一 样 多 , 比 有 理 数 多 
得 多 . 

7.3 练 习 4 因 yEar,y<z, 故 当 a 中 元 素 :<y 时 ,有 t+<x,tEa,. 于 
是 

(ar)y= {i€Earli<yl= 11Ealt<y}=a,. 

7.3 练习 5 任 取 a 的 非 空子 集 c, 要 证 c 有 - 极 小 元 . 因 c 的 像 f[c ] 是 
已 的 非 空子 集 , 由 4 中 序 的 良 基 性 知 f[c] 有 最 小 元 , 记 作 yo. 设 F(zo)= yo， 
xoEc.zo 便 是 所 求 的 r- 极 小 元 .事实 上 , 任 一 TEc 都 不 会 有 zrzo, 否则 由 
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下 的 已 知性 质 得 f(z)< f(zo)= yo, 这 与 yo 的 最 小 性 矛盾 . 

7.4 思 考题 1 不 成 立 .考察 由 下 式 定义 的 函数 f:R 一 R: 

f(x)=arctanz. 

7.4 思 考题 2 不 成 立 .参见 $7.2 思考 题 5. 

7.5 系 习 1 CC,E;C. 

7.5 练 习 2 E,n 是 可 递 集 , 偏 序 . 

7.5 练 习 3 对 n 归纳 .首先 ,0=0V0E0 自然 成 立 . 

设 n=0V0En. 此 时 车 n=0, 则 有 0E0' =n'; 若 0En, 也 有 0En’ ;总 
之 有 0En'; 于 是 得 n =0V0En' 成立 . 

7.5 练 习 4 对 m 归纳 .m=0 时 自动 成 立 (蕴涵 式 前 件 为 假 ). 假设 

nEm— (n=mVn Em). 

当 nEm 时 ,有 两 种 可 能 : 

(i) n=m, 此 时 n’ =m’. 

(ii) xn Em, 由 归纳 假设 (1), 或 n%= m, 或 n Em, 这 二 者 都 导致 n"€ 
况 *， 

总 之 有 nEm 一 n=m’Vn Em’. 

7.5 练 习 5 对 n 归纳 .m=0 时 利用 练习 3 的 结论 便 可 . 

假设 nEmVn=mVmEn. 此 时 车 nEm, 则 n€Em' ;车 n=m, 则 n 
Em’; 著 mEn, 则 m =nVm En( 由 练习 4); 总 之 , 题 中 结论 对 m “也 成 
立 。 

7.5 练 习 6 全 序 . 

7.5 练 习 7 对 归纳 .n=0 时 自然 成 立 . 

设 mEn mEw. 下 证 mEn 一 mEw. 事 实 上 , 当 mEn' 时 ,有 m 
En 或 m=n; 若 mE€n, 则 由 归纳 假设 知 mE w; 车 m =n, 则 当然 有 mE€w. 

7.5 练 习 8 由 练习 7 知 w 是 可 递 集 ,nEw 时 便 有 nCow. 因 (w,€) 是 
全 序 结构 (练习 6) , 故 (n ,EE ) 作 为 Cow,E ) 的 子 结构 也 是 全 序 结构 . 

7.5 练 习 9 对 n 归纳 .n =0 时 命题 自然 成 立 . 

假设 命题 对 n 成 立 .下 证 当 Z 隆 bpCn 时 6b 有 E- 最 小 元 .bCn 且 0 天 了 
时 ,有 以 下 两 种 可 能 . 

(让 5xnl= 多 ,此 时 b= nl,n 为 6 的 E- 最 小 元 . 

(iD 5 一 jn} 闫 多 ,此 时 5 一 1n1Cn; 由 归纳 假设 ,作为 n 的 非 空 子 集 ,6b 
-nl 有 E- 最 小 元 , 设 为 m; 因 m 隆 nn, 故 mE n( 注 意 5Cn ), 这 说 明 m 也 
是 6 的 E- 最 小 元 . 

7.5 练 习 10 和 良 序 . 
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7.5 练习 11 反 设 n 不 是 a 的 E_ 最 小 元 , 即 男 有 mEa 使 mE€En, 则 mm 
En 人 a, 这 与 n 站 a=2 艺 盾 . 

7.5 练习 12 (1) 练习 9 中 令 b=n 由 aCn, 因 n 门 a 了 名, 故 n 几 a 有 
-最 小 元 . 

(2) 反 设 男 有 mo€ a ,mo€ mm, 则 有 mo€ na, 与 m 的 最 小 性 矛盾 . 

7.5 练 习 13 任 取 nEa. 车 n 门 a= 名 , 则 由 练习 11 知 n 是 a 的 E- 最 
小 元 ;车 nn 门 a 隆 多 , 则 由 练习 12 知 zz 站 ea 有 E- 最 小 元 ,也 是 a 的 E- 最 小 元 . 

7.5 练习 14 和 良 序 . 

7.6 练 习 15 对 归纳 .n=0 时 自然 成 立 . 

假设 mEn 中 m<n, 下 证 mEn’ em<m 

(一 ) mE€En' 时 有 m=n 或 mEn. 此 时 车 m=n, 则 m<m+1=m" 
=2 7"; 若 mE€n, 则 由 归纳 假设 得 m<n<n+1=n". 

(一 ) 设 m<n', 则 用 mm’ 三 n' ,m+1 志 n+1,m 声 n. 此 时 车 m=， 
则 自然 有 mEn'; 若 m 之 n, 则 由 归纳 假设 知 m En(Cn'),m€En'. 

8.1 思 考题 1 参见 8$8.2,$8.3. 

8.1 练 习 1 设 a-10| 的 E_ 最 小 元 是 x. 因 0 是 a 的 E- 最 小 元 , 故 0€ 
.下 证 t= 10|=1. 反 设 有 :Ex 且 : 天 0. 因 是 可 递 集 , 故 Eu. 又 因 z 天 0， 
故 zxEa-101.zEz 与 z 的 最 小 性 矛盾 .类 似 可 知 , 若 a 一 10,1| 关 0, 则 a 一 
10,11 的 最 小 元 是 2. 类 似 推理 还 可 继续 下 去 . 

8.1 练 习 2 设 6Ca 且 0 天 0. 任 取 <E2. 分 两 种 情形 讨论 : 

情形 1, 当 a 门 b=0 时 ,a 就 是 5 的 E- 极 小 元 ,否则 有 coE 使 coEa ,于 
是 a 门 6 天 0. 

情形 2, 当 月 4 天 0 时 ,a 门 2 作为 序数 a 的 非 空 子 集 有 E- 极 小 元 wo, 这 
个 wo 也 是 妃 的 E- 极 小 元 .事实 上 , 若 另 有 yE4 使 yEao, 则 有 YEa( 因 a 
是 可 递 集 ); 这 导致 yXEa 站 bo, 与 ao 在 a 门 6 中 的 极 小 性 矛盾 . 

8.2 练习 1 

(一 ) 设 a<B.a=B 时 ,当然 有 aCB;aEB 时 , 因 B 是 可 递 集 , 故 也 有 a 
Cp. 

(一 ) 设 aCB. 反 设 B<a 即 BEa, 由 此 及 aCpB, 得 BEB, 与 E- 反 自 反 性 
矛盾 . 

8.2 练习 2 当 pBEa' 时 总 有 B=a 或 BE a, 故 不 能 同时 再 有 a€ B. 

8.2 练习 3 假设 a<B 但 8'<a', 则 BEB'Ca', 于 是 BEa 或 B=a, 与 
a<B 蔬 盾 . 
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8.2 练 习 4 反 设 w=a', 则 a€w. 因 w 是 归纳 集 , 由 a€w 即 得 a'€ 
.这 导致 au€w, 与 E- 反 自 反 性 矛盾 . 
8.2 练 习 5 1,5,8,9;0,3,4,0. 
8.2 练 习 6 Ql,an. 
8.2 练 习 7 a. 
aCUa':BEa(Ea') “PEUa'; 
Ua’Ca:BEYEa' BEYEa 或 BEY=a>pEa. 
8.2 练 习 8 PB.aEB 时 , 因 aEa', 故 a€ Ula'|la€BI. 反 之 , 设 YEU 
la’la€EB1, 则 有 a€EB 使 /Ea',YEaE€B 或 y=a€B, 总 之 YEB. 
8.2 练 习 9 门 a 由 序数 组 成 (用 到 $8.1 命题 2), 由 $8.1 定 理 1 知 是 
E_ 良 序 集 且 是 可 递 集 : 
rEyENar* Ya€Ea(r€EyEa) > Ya€Ea(r€a) rE€ENa. 
设 B 是 a 的 最 小 元 .为 证 门 a = B, 只 用 证 8 过 门 a (显然 人 站 aCCB). 反 设 们 a< 
8, 便 知 门 a 小 于 a 的 每 个 元 素 , 导 致 人 中 a € 站 a ,与 E- 反 自 反 性 矛盾 . 
8.2 练 习 10 因 w 是 归纳 集 , 故 有 
n€Ew(n€E)n Ew rnEUow; 
反之 ，n EU w 一 jmE€Ew(n€m) 一 n Ew( 因 w 是 可 递 集 ). 
8.2 思 考题 1 要 用 替换 公理 .参见 $8.3. 
8.3 练 习 1 可 以 用 内 涵 公理 直接 证 明 , 这 需要 证 明 事实 
Vr EaP(r) €E FF(U a). 
有 了 ZF7, 事 情 简 单 了 : 取 ZF7 中 的 公式 p(z,y) 为 y= 儿 (z) 便 可 (每 个 集 的 
宕 集 只 有 一 个 ). 
8.3 练 习 2 设 a 的 序 型 是 a, 则 a ' 的 序 型 是 a':a' 守 a". 
8.3 练 习 3 在 w 中 规定 0 是 >- 最 大 元 ,其 余 > 与 E 同 ,于 是 4w,r) 的 序 
型 是 w 
8.3 练 习 4 让 整数 集中 的 新 序 由 下 面 的 排列 确定 : 
0 1 一 12， 一 2,3， 一 3 一 瑟 
8.4 练 习 1 w+1= w”, 而 按 加 法 定义 ,注意 w 是 极限 序数 ,有 
1+w=Ull+zlz<ol=w， 
所 以 有 1+w<wt1. 
8.4 练 习 2 w:2=ow':1+w=w+w, 而 
2.w=Ul2.nrIEowl=w， 
所 以 有 2.w<w'2. 
8.4 练 习 3 (一 ) 对 az 归纳 (On 上 的 超 限 归纳 ), 分 三 种 情形 . 
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情形 1,cz=0 时 自然 成 立 . 
情形 2,cz=9" 时 , 若 wi<az, 则 al 过 6. 于 是 有 
B+al 亿 B+6 (al < 3 时 用 了 归纳 假设 ) 
< (B+6) "=B+6 = 有 +az. 
情形 3,a2 为 极限 序数 时 , 若 a1< az, 则 "< az. 于 是 有 
p+a<(B+a) =pB+a<Uip+yiIy<azl=B+a2 

(一 ) 设 B+al<B+as, 用 反 证 法 即 得 ci<a2. 

8.4 练 习 4 利用 §8.2 命题 4, 只 用 证 8+7Y=U(B+7Y). 因 B+y 是 可 
递 集 , 故 U(B8+7Y)CB+Y. 下 证 8+ YCU(B+7Y). 

设 a<B+Y. 按 加 法 定义 ,8+Y= U1B+515<Yi( 注 意 7 是 极限 序 
数 ). 于 是 有 5<Y 使 x<B+Y, 进 而 有 a<pB+5<B+Y( 用 了 题 3 结论 ). 这 说 
明 a<U(B+7). 

8.4 练 习 5 对 y 归纳 . 

7Y=0 时 ,(a+B)+0=a+p=a+(B+0). 

对 后 继 序数 Y=6', 设 (a+B)+6=a+(B+6), 则 有 

(at+B)+Y=(a+pB)+6’= ((a+B)+6)" = (a+ (p+6))" 

=a+(B+6)’=a+(B+6’)=a+(B+7). 
以 上 各 步 除了 归纳 假设 ,还 用 了 加 法 定义 的 第 二 式 . 
7 为 极限 序数 时 ,由 定义 知 B+ y= U1B+6|16<7|, 由 此 及 练习 3 易 得 
Ut{at+(B+6)I6<7YI=UlattlIt<B+yi. (1) 
又 由 加 法 定义 第 三 式 知 
(a+B)+7Y=U {I(a+B)+616<Y} 
=Ua+(Bp+6)16 < 7Y1( 用 了 归纳 假设 ). 
由 练习 4 知 B+ y 也 是 极限 序数 ,再 由 加 法 定义 第 三 式 知 
a+(pP+7)=Ulat+tIit<B+7y}. 
结合 (1) 便 得 所 要 结论 . 

8.5 思考 题 1 不 是 .Hartogs 数 不 存 在 到 该 集 的 单 射 (性 质 1) ,但 序 型 显 
然 有 到 该 良 序 集 的 单 射 .对 良 序 集 ,Hartogs 数 比 序 型 大 . 

8.5 练习 1 B 宇 bpCa 显然 蕴涵 B<a. 反 之 ,车 B<a 即 BEai , 则 由 B 
到 a 的 一 个 单 射 按 有 的 序 自然 地 诱导 出 a 的 一 个 子 集 的 良 序 (参见 $7.3 练习 
2), 从 而 8 同 构 于 a 的 一 个 良子 集 . 

8.6 练 习 1 1 令 a=|z,y}. 车 zxEy 且 y€Ex, 则 a 无 E- 极 小 元 . 

2 令 a=|zr,y,z}. 若 zEy€EzEXx, 则 a 无 E- 极 小 元 . 
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8.6 练 习 2 设 z,y,zEa 满足 zEyEz. 为 证 zEz, 反 设 z 和 =. 由 4 
的 E- 三 分 律 知 此 时 有 两 种 可 能 :zx =z 或 z€Ex.z=z 导致 -Ey€Ex, 与 练 
习 1(1") 了 矛盾;zE x 导致 =-E rE yEz, 与 练习 1(2°) 矛 盾 . 
9.1 思 考题 1 不 用 选择 公理 可 以 定义 多 (N) -1 名 1 上 的 选择 函数 如 
下 : 
f(x) = 的 最 小 数 , x CN,r 关 0. 
把 N 换 成 一 般 集 a 时 ,如 果 a 是 个 良 序 集 或 可 以 使 之 良 序 ,那么 把 上 面 定义 
式 中 的 “z 的 最 小 数 " 换 成 “z 的 最 小 元 ”, 便 得 到 (a) -|| 上 的 选择 函数 . 
9.1 思 考题 2 由 已 知 条 件 及 内 涵 公 理 知 下 面 便 是 所 求 的 a 上 的 选择 函 
数 : 
f= lt(z,y)EeEaxUalepzy)i. 
9.1 练 习 1 反 设 了 在 a 点 不 连续 , 则 有 上 e >0 使 对 每 个 n 可 取 x,( 用 选 


择 公理 ) 满 足 |r, -al< 革 但 |F(zv) - Fa)|>>e. 

9.2 练习 1 良 序 原理 昔 涵 势 可 比较 原理 见 $7.4 定 理 2 的 推论 1 及 
$9.2 定理 1. 反 过 来 ,由 势 可 比较 原理 立即 可 知 a<a*(a* 是 a 的 Hartogs 
数 ,a* 到 a 不 存在 单 射 ). 因 a* 是 序数 , 故 可 用 a 到 a* 的 单 射 及 a* 中 的 良 
序 “E "诱导 出 a 的 良 序 ， 

9.2 练 习 2 先 使 无 限 集 a 成 为 良 序 集 . 因 a%n, 故 由 良 序 基本 定理 
($7.4 定 理 2) 知 :或 者 兰 w, 此 时 a 本 身 是 可 数 集 ;或 者 与 4 的 某 个 前 段 
同 构 ,此 时 该 前 段 就 是 a 的 可 数 子 集 . 易 知 可 数 集 可 与 自己 的 真子 集 等 势 

9.3 练 习 1 对 由 非 空 集 组 成 的 集 族 a , 作 

P = |g1g 是 a 的 某 个 子 族 的 选择 函数 | . 

“C" 是 已 上 偏 序 , 任 取 尸 的 链 户 , 易 知 Up 也 是 选择 函数 ,是 由 p 中 选择 函数 
所 包含 的 有 序 对 的 全 体 组 成 , 故 有 Dom( Up)Ca. 这 说 明 U pE P. 因 Up 是 
的 上 界 , 故 可 用 Zom 引 理 断 言 已 有 极 大 元 广 下 证 Dom(/) =a. 反 设 存在 
Ea -Dom(/). 因 z 关 , 故 可 取 yEz 使 U1(z,y)1EP, 从 而 与 的 极 大 
性 矛盾 .至 此 知 是 a 的 选择 函数 . 

9.3 练习 2 对 给 定 的 向 量 空间 ,所 有 线性 无 关 向 量 组 的 集 a 具有 性 质 

工 E az 的 所 有 有 限 子 集 都 属于 a. 

由 Tukey 引 理 知 a 必 有 极 大 元 , 即 该 向 量 空间 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 . 极 大 
性 决定 了 该 组 是 空间 的 基底 . 

10.1 练 习 1 w'2 =Uiwo+nlnEdl 

=10,1,2,,0,w0+1,w+2,.}. 
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令 F(a)=22z+l,F(w+7)=2m, 便 得 双 射 f:o'2 一 oo; 而 w<w'2, 故 w'2 
不 是 基数 . 
10.1 练 习 2 w?=UiwkIkEw! 
=|w:m+tnlm,n€Ewl. 
令 f(w'm+n)=(m,n), 得 双 射 f:w2wXw; 于 是 w?wX ww 之 w, 帮 w? 
不 是 基数 . 

10.1 练 习 3 对 a 归纳 .首先 ,wo= w 是 基数 (命题 2); 若 w。 是 基数 , 则 
wo+1= wo+ 也 是 基数 (命题 3); 对 极限 序数 a , 若 每 个 w,(Y<a) 都 是 基数 , 则 
wo 三 U1wy|7Y<al 也 是 基数 (命题 5). 

10.1 练 习 4 对 有 归纳 . 

(1) B=0 时 自然 成 立 . 

(2) B=Y+1 时 ,wg=wy* >wy. 设 a<B. 若 a=7, 则 wp>w; 若 a<Y， 
则 wp> wy>w, 最 后 一 步 用 了 归纳 假设 . 

(3) B 为 极限 序数 时 ,ws= Ulwyl7Y<BI. 由 a<p 得 a+1<B, 故 wtlCC 
op) 这 时 有 ws < ws+li<op. 

10.1 练 习 5 若 yx<a, 则 yx 入 wy< we( 用 了 归纳 假设 及 练习 4). 这 说 明 
aCos, 即 a<w,. 

10.1 练习 6 反 设 某 基 数 <(>w) 是 后 继 序数 :<=a+1l, 则 cE< 且 cs 
k, 这 与 < 是 基数 矛盾 . a 之 是 因为 可 建立 双 射 /:x 一 a 如 下 (注意 «= 


a+1): 


0， .my 
rp -fe wh<ua, 
B+t1, 8<w. 

10.1 练 习 7 利用 $10.1 命 题 4 的 2 与 3. 

10.1 练 习 8 对 nn 归纳 . 当 aCn+1 但 a 隆 n+1 时 ,分 以 下 三 种 情形 讨 
论 :a=n,aCn 但 a 关 n,n€Ea.n€a 时 ,有 a=(a 几 n)Ulnl, 可 对 afn 
用 归纳 假设 . 

10.2 练 习 1 对 >” 归纳. 

1 n=0 时 , mx 0}UOx{l}=mx {0l~m=m+0. 

mx{0lUGn+1)x{1= (mx{0lUnx{1DU!G,D! 
之 (m+n)U1(n,1)| (用 了 归纳 假设 ) 
(m+t+n)Ulm+n|l=m+n+1. 

2” mxX0=0=m-:0. 

mx(n+1)=(mxXn)U(mx {nl) 


练习 题 与 思考 题 握 示 或 解答 


之 (m*n)U(m xiai) (用 了 归纳 假设 ) 
(mn)x {0lUCmx {11) 
mnt+m=m(n+1). 

10.2 练 习 2 1 xx 101U1x llxx. 

2° kX lx. 

10.2 练 习 3 1” 对 任 一 f:pk, 令 
h(f)=fU {i(a,0)laEA -plE YK. 

上 式 建立 了 单 射 h :Mk 一 和. 
2” = 一 以 = 必 ， 
AM<Ap 一 必 委 必 ( 由 1 ). 
10.2 练 习 4 


al<aio<NEQ<a ,< RECER- Q~a~aTaTagTa <asTae 


~an<as. 


au 守 (2*)”=2”=27,alz 中 /由 它 在 有 理 点 的 函数 值 完全 确定 , 故 


al2s:QR:(2”) = 2 =2°. 
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